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MODELAREA ECOSISTEMELOR 

Introducere 
 

Ecologia (din cuvintele greceşti: ecos - casă şi logos - ştiinţă, adică 

"ştiinţa studierii habitatului") este o ştiinţă biologică de sinteză ce studiază 

conexiunile ce apar între organisme şi mediul lor de viaţă (abiotici şi biotici), 

precum şi structura, funcţia şi productivitatea sistemelor biologice 

supraindividuale (populaţii, biocenoze) şi a sistemelor mixte (ecosisteme), mai 

pe scurt, reprezintă studiul interacţiunii dintre organisme şi mediul 

înconjurător. 

Un ecosistem este o unitate de funcţionare şi organizare a ecosferei 

alcătuită din biotop şi biocenoză şi capabilă de productivitate biologică. 

Ecosistemul cuprinde şi relaţiile dintre biotop şi biocenoză 

Populaţia reprezintă un grup de organisme ce aparţin aceleiaşi specii 

şi care ocupă un anumit teritoriu (areal). Privit din punctul de vedere al 

geneticii poulaţiilor această noţiune reprezintă o asociaţie de indivizi care au 

împreună anumite caracteristici: ocupă un anumit areal, poedă acelaş mod de 

reproducere, au variabilitate ereditară asemăntoare şi sunt rezultatul aceleiaşi 

selecţii naturale. 

Biotopul reprezintă totalitatea factorilor abiotici (apa, vântul, energia 

solară, clima, umiditatea) şi relaţiile dintre ei. 

Biocenoza reprezintă un nivel supraindividual de organizare a materiei 

şi descrie totalitatea organismelor vii, vegetale (fitocenoză) şi animale 

(zoocenoză) care interacţionează între ele şi care convieţuiesc într-un anumit 

mediu sau sector din biosferă (biotop). 

Un ecosistem nu are graniţe definite, astfel el poate avea dimensiuni 

foarte mari (deşertul Sahara), sau dimensiuni foarte mici (un iaz). 
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Modelarea şi simularea ecosistemelor  este un process complex de 

reprezentare a organizării şi funcţionării a ecosistemelor în scopul înţelegerii  

creşterii şi evoluţiei acestora. 

Modelarea şi simularea sunt instrumentele de conectare a ideilor, ce 

constituie formularea abstractă a interacţiunii factorilor biotici şi abiotici în 

procesele specifice ecosistemelor cu realitatea reprezentată de ecosisteme. 

 

Obiectivele modelarii si simularii ecosistemelor sunt: 

o înţelegerea completă şi a funcţionării ecosistemelor 

o controlul riguros cantitativ al creşterii şi evoluţiei spaţio-

temporale a ecosistemelor. 

   

MODELAREA are ca obiectiv specific reprezentarea sintetică a  organizării şi 

funcţionării ecosistemelor (sub forma grafică şi 

cantitativă). 

 

SIMULAREA dă “viaţă” modelelor în scopul controlului cantitativ al creşterii şi 

evoluţiei ecosistemelor (prin intermediul ecuaţiilor şi 

sistemelor de ecuaţii asociate proceselor cercetate). 

 

 

 

 

Strategie de modelare a ecosistemelor 

 

Modelarea ecosistemelor  se bazează pe o analiză detaliată a 

acestora cu două obiective principale: 

• stabilirea factorilor biotici şi abiotici ai  ecosistemului cercetat; 

• identificarea interacţiunilor dintre factorii biotici şi abiotici în 

ambianţa proceselor ecosistemului. 

 

Rezultatele analizei ecosistemului sunt sintetizate în două modele 

realizate succesiv: 
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• Modelul calitativ (conceptual) al ecosistemului, realizat de 

regulă sub forma unor diagrame în care sunt figurate prin 

simboluri componentele ecosistemului şi prin linii legăturile 

dintre ele. 

• Modelul cantitativ realizat prin completarea diagramelor cu 

numere,de acelaşi tip sau de tipuri diferite. 

 

În etapă finală este utilizat modelul cantitativ calibrat pe datele 

experimentale obţinute în programul de monitorizare al ecosistemului, pentru 

simularea  evoluţiei spaţio-temporale a ecosistemului în două situaţii 

distincte: 

• evoluţia ecosistemului în condiţiile naturale, în lipsa unui 

stress extern care să modifice condiţiile în care s-a elaborat şi 

calibrat modelul cantitativ; 

• evoluţia spaţio-temporală a ecosistemului în condiţii de 

stress natural sau antropic, stress care modifică parametrii 

energetici şi materiali ai acestuia. 

 

 

 

 

 

Etapele metodologiei de modelare  

 

Metodologia de realizare a celor două tipuri de modele, calitativ şi 

cantitativ, poate fi separată în patru etape: 

• definirea frontierelor modelului calitativ, pin simbolizarea 

suprafeţei în care vor fi reprezentate toate componentele şi 

interconexiunile sistemului  (Fig.1): 

• plasarea componetelor ecosistemului (Fig.2): 

o sursele de energie şi de materie  

o componetele de stocare 

o producători şi consumatori 
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• trasarea interconexiunilor dintre componentele modelului 

calitativ al ecosistemului (Fig.3.) 

• iniţializarea numerică a modelului cantitativ prin plasarea 

numerelor în diagrama modelului calitativ (particularizare 

pentru ciclul fosforului: valorile sunt exprimate în [grame/m2.an], 

Fig.4) 

 

 

Fig.1. Frontierele ecosistemului 
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Fig.3. Trasarea interconexiunilor dintre componentelor ecosistemului . 
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1. Modele calitative 
 

 

1.1. Principii pentru elaborarea modelelor calitative 

 

Fig.4. Obţinerea modelului cantitativ prin plasarea numerelor în diagrama 
modelului calitativ (exemplificare pentru ciclul fosforului într-un ecosistem; valorile 

sunt exprimate în [grame/metru pătrat şi an]) 
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 Elaborarea modelelor calitative, în variantă grafică, are avantajul că 

vizualizează într-un mod intuitiv componentele şi relaţiile dintre acestea, fără a 

inlocui realitatea palpabilă cu simboluri abstracte specializate, de tipul 

ecuaţiilor matematice, care presupun o anumită specializare pentru o 

manipulare eficientă. 

 Realizarea diagramelor grafice pentru modelele calitative respectă 

câteva principii generale: 

• sursele principale de energie se amplasează în afara sistemului 

modelat şî liniile de legătura traversează frontierele acestuia; 

• consumul de energie se face în general de la stânga la dreapta şî de 

sus în jos; 

• fiecare sistem are o piedere de enegie pe frontiera inferioară, pierdere 

inevitabilăconform cu principiul al doilea al termodinamicii.; 

 

 

1.2. Metodologia de elaborare a modelelor calitative 

 Elaborarea modelelor calitative este prima etapă obligatorie în 

analiza numerică şi simularea oricăror procese. 

Rezultatul acestei prime etape este modelul conceptual pe care se 

fundamentează toate evaluările cantitative.  CORECTITUDINEA MODELULUI 

CONCEPTUAL ESTE CHEIA EVALUARII CORECTE A PROCESELOR 

ECOLOGICE. 

Etapele realizarii modelului calitativ sunt : 

1. Trasarea limitelor sistemului 

2. Consemnarea tuturor traseelor care traverseaza limitele 

sistemelor (intrari si iesiri) 

• Plasarea fiecarui inceput intr-o sursa plasata in 

afara sistemului studiat 

• Marcarea simbolurilor de sursa cu Cuvinte 

suggestive 

3. Consemnarea componentelor sistemului: 

• Lista completa a componentelor cercetate 



10/124 
 

• Plasarea lor in interiorul sistemului de la stanga la 

dreapta in ordinea intrarii in actiune; 

4. Consemnarea proceselor din system 

• O lista cu procesele importante 

• Conexiunile intre componentele implicate de 

fiecare process 

5. Marcarea conservarii masei prin evidentierea clara de-a 

lungul proceselor pentru: 

• Intrari; 

• Stocari  

• Iesiri 

6. Verificarea  circuitului banilor in system 

7. Marcarea circuitului energiei prin: 

• Intrari 

• Consum 

• Iesiri 

8. Utilizarea culorilor standardizate pentru intocmirea 

diagramelor: 

• roşu pentru circuitul energiei 

• albastru pentru circuitul materiei din biosfera: 

aer, apa, nutrienţi 

• maron pentru componentele geologice, 

combustibil, minereu 

• verde pentru zona ambientală, producatori, 

productie 

• portocaliu pentru consumatori: animale, oameni, 

industrie etc. 

• purpuriu pentru bani 

9.  Definitivarea modelului pentru obiectivul studiului 

• detaliere pentru studiul ştiintific detaliat 

• sinteza pentru discutii cu beneficiari ai rezultatelor 

(public, politicieni) 
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1.3. Simboluri standard pentru modele calitative 

1.3.1. Sursă 

 

 Simbolul utilizat în mod curent pentru sursă este circular, se plasează 

în exteriorul frontierelor ecosistemului şi simbolizează aportul de informaţie, 

materie sau energie în ecosistem (Fig.5.).În interiorul cercului este precizat 

prin text tipul de aport (sursă de materie anorganica/organică, energie solară 

etc.).  

 Plasamentul surselor este de regulă în partea stângă a frontierelor 

ecosistemului, consumul de energie, materie sau informaţie realizându-se de 

la stânga spre dreapta (Fig.4). 

 

 

1.3.2. Depozit 

 

 Stocarea, sub diferite forme (energiei, materiei, informaţie, structură) se 

reprezintă cu un simbol de bază (Fig.6a).  

 Stocarea într-un depozit fiind nelimitată trebuie să existe nu numai căi 

de intrare dar şi căi de ieşire (difuzie, dispersie sau depreciere), ambele fiind 

de acelaşi tip. 

  Stocările specializate sunt reprezentate prin  diferite conexiuni asociate 

simbolului de bază: 

• stocarea energiei cu indicarea deprecierii acestei  (Fig.6b); 

• stocarea energiei şi materiei cu 

consumul energiei şi deprecierea 

materiei (Fig.6c). 

Fig.5. Simbol utilizat pentru 
surse de informaţie, materie 

sau energie. 
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1.3.3. Interacţiune 

 

 Simbolul pentru interacţiune reprezintă o transformare şi conţine 

(Fig.7): 

• căi prin care sunt 

simbolizate 

afluxurile de 

materie sau 

energie; 

• casetă în care se 

produce 

transformarea; 

• una sau mai 

multe ieşiri 

pentru produsul rezultat, energia consumată etc. 

 

Există diferite tipuri de interacţiuni pentru care se ataşează diferite 

atribute suplimentare simbolului elementar de interacţiune: 

Fig.6. Simboluri  pentru stocare elementară(a), stocare de energie cu 
deprecierea acestei (b) şi stocare de energie şi materie cu depreciere 

energiei şi materiei (c). 

Energie 
uzată 

Energie 
uzată 

Materie 
depreciată 

a) c) b) 

Aflux 
component 

A 
Aflux 

component 
B 

Energie 
utilizata 

Produs 
rezultat 

Fig.7. Simbolul utilizat pentru interacţiunea din care 
rezultă diverse produse. 
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• interacţiune cu niveluri de intensitate variabilă a transformărilor, 

poziţionate în ordinea crescătoare de la stănga la dreapta în 

diagrama modelului calitativ (Fig.8a). 

• interacţiune cu diluţie (Fig.8b,c), în care produsul rezultat este 

proporţional cu afluxul de materie şi energie, divizat sau redus 

proporţional cu ponderea foctorilor care sunt plasaţi în dreapta 

simbolului de interacţiune (exemplu: cantitatea de plancton dintr-un 

lac este redusă prin diluţia apei rezultată din alimentarea lacului); 

 

 

1.3.4. Consumator 

 

Simbolul pentru consumator 

se referă la un grup de acţiuni, în mod 

uzual reprezentate prin cuplul 

transformare-stocare, încadrate într-un 

hexagon (Fig.9a).  

Nivel 
transformare 

redus 
Control 

transformare 
intens 

÷ 

- 

Fig.8. Interacţiuni cu niveluri de transformare diferenţiate (a), cu diluţie 
divizată (b) sau redusă(c) 

a) 
b) 

c) 

Fig.9 .Utilizarea simbolului de grup 
consummator. 

a) b) 

c) d) 
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Procesul de transformare din simbolul de interacţiune (Fig.8a) este un 

proces de transformare  primar şi devine secundar când este plasat într-un 

simbol grup de consumator. 

Diversele variante de proces consumator se diferenţiază prin 

simbolurile plasate în interiorul hexagonului de bază: 

• flux de consum proporţional cu factorii determinanţi (ex.: consumul 

microbilor proporţional cu zahărul disponibil) (Fig.9b); 

• fluxul de consum proporţional cu fluxul  productiv determinat de doi factori 

(ex.: descompunerea substanţelor organice proporţional cu concentraţia 

materiei organice şi concentrarea oxigenului) (Fig.9c); 

• fluxul de consum este proporţional cu sursele de materie şi energie 

precum şi semnalul de feedback dat de stocarea proprie (ex.: creşterea 

zooplanctonului proporţional cu cantitatea de hrană şi concentraţia de 

oxigen (Fig. 9d). 

 

1.3.5. Producător 

 

 Simbolul pentru producător implică o unitate de producere şi de cele 

mai multe ori una de stocare a 

produsului creat. Pentru 

simbolizarea unui producător se 

utilizează, în cel mai general caz, un 

cadru care maschează o structură 

internă detaliată (Fig.10a) iar pentru 

precizarea unor caracteristici ale 

structurii interne se adaugă 

atributele necesare: 

• producător influenţat 

proporţional cu concentraţia 

aportului  de energie (ex.: 

producere de materie 

organică prin procesul de fotosinteză, proporţional cu concentraţia 

luminii) (Fig.10b); 

Fig.10 .Utilizarea simbolului de grup 
producător. 

a) b) 

c) 

d) 
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• producător “stimulat” simultan de două aporturi (ex.: stimularea 

fotosintezei de concentraţia luminii şi a nutrienţilor) (Fig.10c); 

• producător stimulat proporţional cu aportul de energie/materie şi 

controlat prin feedback-ul rezultat de stocarea produsului (ex.: 

producţia de fitoplancton stimulată de concentraţia de lumină şi 

nutrienţi, şi inhibată  de cantitatea de produs stocată (Fig.10d). 

 

 

1.3.6. Amplificator 

 

 Acest operator simbolizat printr-un triunghi (Fig. 11a) controlează 

aportul de materie/energie din diferite surse, aport care aplifică intensitatea 

unui proces de consum/producţie (ex.: reproducerea organismelor  care poate 

fi stimulată de o cantitate suplimentară de hrană) (Fig.11b). 

 

 

 

1.3.7. Consum energie 

 

Sursa de 
materie/ 
energie 

Controlul 
afluxului 

Produsul 
proporţional cu 

afluxul 

Energia 
uzată 

Iepuri 

Reproducere 

Hrană 
Morţi Născuţi 

Fig.11. Amplificator cu rată constantă (a) cu un exemplu de reproducere 
cu amplifictor stimulat de aport de hrană nelimitat (b). 

a) b) 
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 Fiecare ecosistem trebuie să aibă, pentru ca 

modelul să respecte legea a doua a termodinamicii, 

poziţionat pe frontiera de la bază, un simbol care să 

figureze pierderea/consumul/dispersia de energie în afara 

sistemului, nerecuperabilă şi neregenerabilă (Fig.12). 

 Simbolul nu trebuie confundat cu cel de legare la pământ al unei surse 

electrice. 

 

 

1.3.8. Tranzacţie 

 Circulaţia banilor în cadrul tranzacţiilor asociate diferitelor procese de 

producţie şi consum este în general în sens contrar sensului de consum al 

energiei şi materiei şi se reprezintă prin linie întreruptă (Fig.13). 

Fig.12. Consum 
ireversibil de 

energie 

Sursa de 
energie 

Producător 
Consu- 
mator 

$ 

$ 

Servicii 

Fig.13. Circulaţia banilor într-un ciclu de producere şi consum 
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Pentru situaţii particulare se completează circuit banilor, a căror 

valoare se conservă în circuitul proceselor asociate, cu simboluri suplimentare 

(Fig.14). 

1.3.9. Simbol “cutie neagră” 

 

 Simbolul de cutie neagră  este utilizat pentru a reprezenta componente 

cu structură internă necunoscută (Fig.15a), sau simboluri pariculare ale unor 

ecosisteme (cu apariţie extrem de rară; Fig.b,c). 

 

Plată în bani Producţie Producţie 

$ $ 

$ $ 

Preţul de 
piată 

Preţ  

a) b) 

c) d) 

Fig.14. Circulaţia banilor în diferite tipuri de tranzacţii:a) cumpărare; b) 
tranzacţie cu pierdere de energie; c) tranzacţier cu preţ dictat de un 
system mai mare; d) flux dintr-un sistem mai mare care stabileşte preţul 
de piaţă. 

c) a) b) 

Fig.15. Simbolul cutie neagră utilizat pentru: a) componente cu 
structură internă necunoscută; b) forţe rezultate dintr-un flux principal; 
c) senzori pentru identificarea unor componente secundare rezultate 

dintr-un anumit process. 
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1.3.10. Conexiuni, forţe, fluxuri 

 

 Structura ecosistemelor este constituită din simbolurile componentelor 

legate prin linii de diferite tipuri: conexiuni, forţe, fluxuri. 

 O linie de legătură poate fi utilizată pentru: material, informaţie, 

organisme, populaţie, energie etc. 

 Fluxurile sunt activate de forţe, forţe reprezentate prin: forţe fizice, 

concedntraţie chimică, sau oirice alte proprietăţi ce au energia necesară 

intreţinerii unui flux. Forţele provin dintr-o sursă exterioară sau dintr-un stocaj 

intern. 

 Fluxurile sunt diferenţiate grafic în funcţie de particularităţile de 

circulaţie şi de numărul  forţelor active: 

• fluxul proporţional cu o singură forţă, de tip linear, este reprezentat 

printr-o linie cu o singură săgeată, indiferent de prezenţa sau absenţa 

unei pierderi sau transformări de energie (Fig. 16a,b,c); 

• flux divizat sau combinat din două fluxuri de acelaşi tip (Fig.16d,e); 

• flux dependent de diferenţa de forţe de la cele două capete ale 

circuitului (Fig.16f). 

 

1.3.11. Ciclu condiţional 

 

a) b) c) e) d) f) 

Fig.16. Diferite tipuri de fluxuri din structura ecosistemelor: a)flux linear cu o 
forţă; b) flux linear cu pierdere de energie; c) flux linear cu transformare de 
energie; d) combinarea a două fluxuri de acelaşi tip; e) divizarea în două 
fluxuri de acelaşi tip; f) flux dependent de diferenţa dintre forţele de la 
capetele circuitului. 
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  Ciclul condiţional limitativ/de maxim (Fig.17a) este un simbol de grup 

care limitează ieşirea dintr-un sistem la creşterea energiei provenite dintr-o 

sursă internă. 

 Ciclul condiţional limitativ este utilizat pentru un flux energetic al unei 

unităţi cu un ciclu intern propriu. Este cazul procesului de producere de oxigen 

şi substanţa organică prin fotosinteză (Fig.17b): 

• in primul pas clorofila primeşte energie (lumina de la soare) şi produce 

sarcina pozitivă sau negativă; 

• al doilea pas se produce oxigen şi substanţă organică şi se “resetează”  

clorofila ca să poată primi din nou energie pentru un nou ciclu de 

producere, declanşat numai  dacă mai există materie primă disponibilă. 

 

 

 

 

 

 

Fig.17.Ciclu limitativ: a) fară structură internă cunoscută (“black box”) sau 
cunoscută, dar nereprezentată, din raţiuni de simplificare a diagramei (“white 

box”); b) cu structura internă cunoscută si reprezentată . 

Sursa 
de 

energie 

Produs 
intermediar 

Material 
limitat 

Producător

Iesire 
limitată 

a) b) 
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2. Modele cantitative dinamice 
 

 Modelele cantitative dinamice se construiesc pe structura modelului 

conceptual reprezentat de modelul calitativ al ecosistemului prin: 

• introducerea numerelor în diagrama modelului calitativ; 

• ataşarea ecuaţiilor  modelului calitativ.  

 Introducerea numerelor în diagrama modelului calitativ îl transformă în 

mondel cantitativ. Cu ajutorul numerelor introduse în diagramele modelelor 

calitative se poate sesiza unde stocarea sau fluxul sunt mai mari sau mai mici. 

Diagramele cu numere au calitatea de a reprezenta sintetic şi sugestiv 

carateristicile cantitative generale ale ecosistemului. 

 Ecuaţiile asociate modelului calitativ permit construirea unui model 

cantitativ care permite: 

• analiza detaliată a evoluţiei componentelor ecosistemului; 

• prognoza evoluţiei ecosistemului în etapa de simulare, pentru diverse 

condiţii (cele monitorizate sau generate de situaţii excepţionale: catastrofe 

naturale, poluări accidentale).  

 

 Iniţializarea numerică a modelelor calitative se bazează pe date 

obţinute prin monitorizarea componentelor ecosistemului cercetat, pe o 

perioadă îndelungată de timp în care pot fi sesizate tendinţele de variaţie 

temporală şi spaţială.  

 Introducerea numerelor în diagramele modelelor se face, în funcţie de 

coplexitatea ecosistemului studiat,  în două variante: 

• cu numere de acelaşi tip; 

• cu numere de tipuri diferite. 

 

 Diagramele care urmăresc fluxul unui singur component sunt 

completate cu numere exprimate în aceeaşi unitate de măsură.  

 Stdiile biochimice, de cele mai multe ori, urmăresc fluxul unui singur 

component chimic şi în această situaţiile pe toate liniile de conexiune ale 

componentelor sunt plasate valorile componentului respectiv în aceeaşi 

unitate de  măsură. 
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 Reprezentarea cantitativă prin numere a ciclului pentru fosfor într-un 

ecosistem (Fig.18), poate fi exprimată numere care iarată cantitatea de fosfor 

în [grame/metru pătrat şi an] şi trebuie completată pe toate conexiunile cu 

excepţia conexiunii cu sursa de energie primară şi conexiunea care indică 

pierderea de energie din baza diagramei ecosistemului (energia pierdută)  

 

  O diagramă similară poate fi completată cu energia consumată pe 

fiecare tronson şi exprimată în  [106 Joule/metru pătrat şi an] (Fig.19). 

 

 

 

Fig.18. Obţinerea modelului cantitativ prin plasarea numerelor în diagrama 
modelului calitativ (exemplificare pentru ciclul fosforului într-un ecosistem; 

valorile sunt exprimate în [grame/metru pătrat şi an]) 
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40,0 
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100,0 1,0 
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 Cele două diagrame cu numere, materie(Fig.18) şi energie (Fig.19), 

pot fi combinate şi rezultă o diagramă cu tipuri deferite de numere, unele 

exprimate în [grame/metru pătrat şi an] şi altele exprimate în  [106 

Joule/metru pătrat şi an].  Pentru a elimina confuziile Intr-o astfel de 

diagramă este util să se noteze unitatea de măsură lângă fiecare număr. 

 

 
 

a) b) 

c) d) 

Fig.19. Obţinerea modelului cantitativ prin plasarea numerelor în diagrama 
modelului calitativ (exemplificare pentru ciclul fosforului într-un ecosistem; 

valorile sunt exprimate în [106 Joule/metru pătrat şi an]) 

Sursa 
de 
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Sursa 
de 
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0,01 
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200,0 0,2 
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6000 
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2.1. Modelul dinamic NETPROD 

 

Modelul NETPROD ilustrează conceptul de producţie netă, ca 

diferenţă dintre producţia totală şi consum.  

 
 

2.1.1. Exemple 

 
Ilustrarea conceptului de producţie netă poate fi realizată într-un sistem 

cu o sursă permanentă de energie (S), o unitate de producţie (P), una de 

stocare a produsului creat (Q) şi una de consum (C) (Fig.20). 

 

 
În procesul de fotosinteză plantele produc materie organică  (P) care 

se acumulează într-un deposit (Q). Din materia organică produsă (P) o parte 

este consumată (C) de plante şi animale. Diferenţa dintre producţia totală (P) 

şi consum (C) constituie producţia netă (P-C). 

Producţia P este proporţională cu energia solară care este variabilă în 

funcţie de sezon, iar consumul este proporţional cu cantitatea de materie 

organică produsă şi stocată (Q). 

Fig.20. Modelul NETPROD. 

Sursa  
S 

Stocare  
Q 

P 

C 

Consum 

Producţi
e 

SKP *1=

 QKC *2=
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Procese similare de producţie se desfăşoară în 

orice ecosisteme: lacuri, exploatări forestiere, bazine 

hidrografice etc. Pentru fiecare din aceste ecosisteme pot 

fi trasate cu claritate diagramele care reprezintă producţia 

şi consumul din a căror diferenţa rezultă producţia netă. 

 

 

2.1.2. Ecuaţiile modelului  
 
 Ecuaţiile modelului sunt de tip linear şi sunt construite pe principiul 

proporţionalităţii dintre sursă, stocare şi consum. Coeficienţii de 

proporţionalitate se obţin pe baza măsurătorilor şî prin calarea unor modele 

analitice simple, în caul acesta fiind ales modelul linear. 

• Producţia:     SKP *1=  

• Consumul:    QKC *2=  

• Productia netă pe un interval de timp:  CPDQ −=  

• Cantitatea stocată la un moment dat:   DQQQ +=  

 

 

2.1.3. Aplicaţie 

 
 Aplicaţia numerică este construită pe un  proces de producţie sezonier 

care ţine seama de variaţia ciclică a energiei solare, energie care este sursa 

continuă pentru procesul de producţie al materiei organice stocate în interiorul 

sistemului. 

 Modelul de calcul se poate realiza într-un spreedsheet de tip excel  şi 

poate fi ilustrat cu variaţia parametrilor de intrare şi ieşire în funcţie de tip: 

• S=f(T) 

• P=f(T) 

• C=f(T) 

• P-C=f(T) 

 

       K_unu K_doi    
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  2000 3500 4500 3500  0.0225 0.09  200  

T[an] 
 

(N) S1 S2 S3 S4 (S) (P) ( C )  (DQ) Q P-C 

0,00 0         200.00  
0.25 1 2000 0 0 0 2000 45.00 18.00 27.00 227.00 27.00 
0.5 2 0 3500 0 0 3500 78.75 20.43 58.32 285.32 58.32 

0.75 3 0 0 4500 0 4500 101.25 25.68 75.57 360.89 75.57 
1 4 0 0 0 3500 3500 78.75 32.48 46.27 407.16 46.27 

1.25 1 2000 0 0 0 2000 45.00 36.64 8.36 415.52 8.36 
1.5 2 0 3500 0 0 3500 78.75 37.40 41.35 456.87 41.35 

1.75 3 0 0 4500 0 4500 101.25 41.12 60.13 517.00 60.13 
 

 
 
 

Model NETPROD
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2.2. Modelul dinamic RENEW 

 
Modelul  RENEW are o unitate autocatalitică bazată pe un flux de 

energie limitată, din afară, care limitează creşterea cantităţii de materie 
organică stocată, la un regim staţionar. 
 
 

2.2.1. Exemple 

 
 Modelul poate fi realizat într-un sistem cu o unitate de producţie şi una 
de stocare, sistem în care avem o sursă exterioară de energie şi  pierdere de 
energie pe două căi (Fig.21). 
 

 Un astfel de sistem este o pădure în creştere, care creează biomasă 
(frunze, trunchiuri, rădăcini, animale, bacterii) pe baza energiei solare 
regenerabilă dar limitată.  
 În acest proces de creştere, la un moment dat, atunci cănd cantitatea 
de biomasă creată este în echilibru cu cea descompusă, se intră într-o stare 
de echilibru. 
 
 

Fig.21. Modelul RENEW. 

Sursa  
limitată 

de  
energie 

Stocare  
Q 

* 

Producţie 

QRK **3

QRK **1

QRK **0

QRK **4

QRK **2
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2.2.2. Ecuaţiile modelului 

 
Notaţiile utilzate pentru scrierea ecuaţiilor sunt: 
Q: biomasa 
J:                afluxul de energie în sitiţie de echilibru (stare staţionară) 
Ko*R*Q:     energia utilizată pentru producerea de biomasă ; 
R:               energia rămasă disponobilă pentru utilizare în contunuare 

•  QRKJR ∗∗−= 0   din care rezultă 
QK

J
R

∗+
=

01
 

 
DQ:           schimbarea de biomasă din pădure la fiecare iteraţie 
 

• QKQRKDQ *43 −∗∗=  
 
cu care se poate estima cantitatea de biomasă după fiecare iteraţie: 
 

• DTDQQQ *+=  
 
DT-modificarea de timp de la o iteraţie la alta. 
 
 
 

2.2.3 Aplicaţie 

 
Valorile utilizate pentru 

aplicaţie sunt sintetizate în tabel, iar 
pentru reprezentarea grafică a 
variaţiei biomasei stocate (Q) sunt 
calculate valorile acesteia pentru o 
perioadă de 200 unităţi de timp. 
 
 

 

J 45 K_3 0.008 T_0 1 

Q 0.1 K_4 0.03 Q_0 1 

Ko 0.1 DT 1     

T R DQ Q   
0 "-" "-" 0.1   

1 44.55446 0.032644 0.132644  
2 44.41092 0.043147 0.175791  

Model RENEW

0
20
40
60
80

100
120

0 100 200

T ( t i m p u l )
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2.3. Modelul dinamic SLOWRENEW 

 
Modelul SLOWRENEW are ca obiectiv evaluarea cantitaţii ded 

biomasă creată în condiţiile existenţei unei surse de energie limitată si două 

depozite de stocare interne. 

 

2.3.1. Exemple 

 

Multe procese   biologice, geologice şi economice au incluse un stocaj 

intermediar pentru energia provenită dintr-o sursă limitată (Fig.22). 

Modelul SLOWRENEW este o bună reprezentare şi pentru pentru 

modul în care se procedează cu resursele energetice în economia mondială, 

mare consumatoare de energie. În lume există depozte mari de carbine, 

petrol, minereuri, apă, utilizate pentru realizarea diverselor produse, Reglarea 

consumului este legată de ncesitatea produselor şi de resursele disponibile, 

resurse energetice şi materiale. 

Fig.22. Modelul SLOWRENEW. 
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2.3.2. Ecuaţiile modelului 

 
 
Afluxul J de energie din exteriorul sistemului este într-o primă etapă 

stocat într-un rezervor (E) de unde este folosit pentru dezvoltarea unui proces 
autocatalitic care acumulează produsul într-un al doilea deposit (Q). 
 Ecuaţiile modelului : 
 

• QEKEKJDE *** 04 −−=  

• QKQEKDQ *** 31 −=  
J : afluxul din exterior 
E: primul depozit de energie din sistem  
DE: modificarea de energie din depozitul intern: 
Q: stocarea de biomasă creată, al doilea depozit din interiorul ecosistemului 
 

2.3.3. Aplicaţie  

 
J 2 K1 0.001 DT 4 

E 159 K3 0.03 Q 3 

KO 0.001 K4 0.01     

            
T DE DQ E Q   
      159 3   

1 -0.067 0.387 158.732 4.548   

5 
-

0.30923 0.585473 157.4951 6.889893   
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2.4. Modelul dinamic EXCLUS 

 
Model EXCLUS conţine două cicluri concurente alimentate de aceeaşi 

sursă de energie. 

 

 

2.4.1. Exemple 

 

 Modelul poate fi aplicat în orice ecosistem unde există două sau mai 

multe specii care se hrănesc dintr-o sursă limitată de hrană. Dacă una dintre 

specii este mai puternică şi manancă mai mult decât cealaltă, atunci cea 

slabă moare din lipsăde hrană. 

 

 
 
 

 
Sursa de 
energie 
limitata 

* 

Q2 

* 

Q12 

1K  

6K  2K  

3K  

5K  
4K  

R 

Fig.23. Modelul EXCLUS 
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2.4.2. Ecuaţiilemodelului 

 
 Ecuaţiile modelului descriu cele trei componente principale: 
 

• Energia disponibilă:  2211 **** QRKQRKIR −−=  
 
I - energia disponibilă iniţial; 

• Creşterea populaţiei Q1 într-un interval de timp DT:  
 

13151 *** QKQRKDQ −=  
 

• Creşterea populaţiei Q2 într-un interval de timp DT:  
 

24262 *** QKQRKDQ −=  
 

2.4.3. Aplicaţie numerică 

 
 

 

I 5 Q1 20     
DT 0.3Q2 20     
K1 0.08K2 0.01     
K3 0.05K4 0.05     
K5 9.000001E-02K6 0.05     
            

T R DQ1 DQ2 Q1 Q2 
0.00      20.00 20.00
0.30 1.79 2.21 0.79 20.66 20.24
0.60 1.75 2.22 0.76 21.33 20.46
0.90 1.72 2.23 0.73 22.00 20.68

Dependenta Q1-Q2
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30.00
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2.5. Modelul dinamic INTERACT 
 
Modelul INTERACT   este reprezentată competiţia dintre două populaţii Q1 şi 

Q2. Fiecare populaţie are propriul ciclu autocatalitic, şi au la dispoziţie o sursă 

nelimitată de hrană E, constantă. Sunt posibile două variante: 

• lipsa interacţiunii care determină o creşterea a ambelor populaţiil 

până la o valoarea maximă la care se stabilizează. 

• interacţiunea negativă (concurenţa) una din populaţii se dezvolta şi 

ajunge în regim stabilizat în timp ce cealaltă populaţie dispare la un 

moment dat din lipsa de resurse, consumate de populaţia concurentă. 

 
 

2.5.1. Exemple 

 

2.5.2. Ecuaţiile modelului 

 
 
Ecuaţiile modelului INTERACT exprimă a doua variantă, a interacţiunii 
concurenţiale: 
 

• Energia disponibilă:  E -constantă; 
 

• Creşterea populaţiei 1 într-un interval de timp DT:  
 

21513111 **1**** QQKQQKQEKDQ −−=  
 

• Creşterea populaţiei 2 într-un interval de timp DT:  
 

216224222 ****** QQKQQKQEKDQ −−=  
 

2.5.3. Aplicaţie 

E 1K1 0.07K4 0.001
Q1 3K2 0.08K5 0.002
Q2 3K3 0.002K6 0.001
    DT 1    
T DQ1 DQ2 Q1 Q2   

0.000    3.000 3.000  
1.000 0.174 0.222 3.174 3.222  
2.000 0.182 0.237 3.356 3.459  
3.000 0.189 0.253 3.545 3.712  
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2.6. Modelul dinamic  COOP 

 
 Cooperare mutuală între cele două populaţii care se dezvoltăpe 
aceeaşi sursă limitată de hrană. 
 
 

2.6.1. Exemple 

 

 2.6.2. Ecuaţiile modelului 

 
 Ecuaţiile modelului sunt: 

• Sursa inţială de energie: I  

• Energia disponibilă după un pas DT: 
212211 ****1 QQKQQK

I
R

++
=  

• Creşterea populaţie 1: 217132151 ******* QQRKQKQQRKDQ −−=  

• Creşterea populaţie 2: 218242162 ******* QQRKQKQQRKDQ −−=  

2.6.3. Aplicaţie 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

I 10 K1 0.08 K5 0.09  

Q1 8 K2 0.04 K6 0.05  

Q2 8 K3 0.05 K7 0.002  

DT 1 K4 0.05 K8 0.002  

       

T R_1 R2 DQ1 DQ2 Q1 Q2 

1        8 8
2 1.79 1.79 9.77 5.19 17.77 13.19
3 0.54 0.54 10.11 5.24 27.88 18.44
4 0.25 0.25 9.23 4.52 37.11 22.96

Model COOP
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2.7. Modelul dinamic DESTRUCT 

 
Modelul DESTRUCT ilustrează o proprietate importantă a unui 

ecosistem care se manifestă atunci cănd un produs (A) este în exces.  
Este vorba de utilizarea unei cantităti de energie care conduce la 

distrugerea produsului A şi în felul acesta este pus din nou la dispoziţia 
sistemului materialul M utilizat la crearea produsului A. 

 Acest proces de dispersie şi deterioare  reduce cantitatea de 
produs (ordinea), reciclează materia (dezordine). 

Cantitatea de energie necesară deprecierii produsului A, utilizată în 
sensul creşterii dezordinii în sistem, este mult mai mică decât cea necesară 
creerii produsului A, adică creşterea ordinii din sistem. 

 
 

2.7.1. Exemple 

 
Uraganele şi incendiile care distrug copacii din pădure şi reciclează 

materia pentru alt ciclu de creştere. 
În ecosisteme, bolile distrug populaţiile care sunt ptost adaptate 

condiţiilor noi create. 
 
 

2.7.2. Ecuaţiile modelului 

 
Ecuaţiile modelului exprimă cantitativ energia valabilă, materia 

disponibilă şi cantitatea de produs creată: 
  

• Energia valabilă: 
MK

I
R

*1 0+
=  

 
• Materialul disponibil: AFMM t *−= ; 

 
 
F -fracţia din materialul total disponibil utilizat pentru crearea produsului A 
 

• Cantitatea de produs A creată:  
 

DAKXAKAMRKDA ******* 321 −−=  
 
X -energie utilizată pentru distrugerea produsului A şi eliberarea materialului 
M. 
D - energia disponibilă pentru distrugerea produsului A  
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2.7.3. Aplicaţie 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

I 4 A 1 AO 3 

F 0.2 DT 0.5 K1 0.001 

D 1 TO 1 K2 0.01 

MT 100 MO 3 K3 0.02 

    KO 0.0009 

T X R DA A M 

1    3 3 

1.5 0 3.96786 0.035711 3.017855 99.4 

2 0 3.149662 0.944819 3.490265 99.39643 
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3. Modele cantitative statistice 
 
 

Modelele cantitative statistice exprimă interdependeţele dintre 

componentele ecosistemelor şi sunt construite pe baza prelucrării unui mare 

număr de măsurători experimentale realizate pe parcursul unui program 

complex de monitorizare. 

Elaborarea modelelor statistice se realizează în trei etape principale: 

� Cuantificarea intensităţii corelaţiilor de diferite tipuri 

prin intermediul coeficienţilor de corelaţie, coeficienţi 

diferenţiaţi în funcţie de tipul variabilelor  factoriale şi al 

variabilelor independente (x,y, t); 

� Factorizarea corelaţiilor care are ca scop ierarhizarea şi 

selectarea corelaţiilor reprezentative din punct de vedere 

statistic. 

� Modelarea matematică a corelaţiilor de diferite tipuri. 

Modelele statistice au un domeniu de aplicare restrans la spaţiul şi 

intervalul de timp în care s-a realizat programul de monitorizare pe baza 

căruia s-au obţinut datele necesare elaborării acestora. 

 

 

3.1. Cuantificarea intensităţii corelaţiilor  

 
 Utilizarea termenului corelaţie în ecologie are o semnificatie mult mai 

largã decât cea matematicã. În sens statistic, corelaţia reprezintã un anumit 

grad de legãturã  evaluat prin diferite tehnici matematice, fiecare caracter fiind 

tratat ca o variabilã aleatoare. Ansamblul caracterelor studiate formeazã o 

variabilã aleatoare cu mai multe componente iar ipoteza normalitãtii acestei 

variabile în spatiul multidimensional este la baza tehnicilor de evaluare a 

intensitãtii corelaţiei. In ecologie o mare parte a cercetãrii este consacratã 

identificãrii relatiilor dintre caracteristicile  mãsurabile. 
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 Natura corelaţiilor în ecologie este determinatã de structura fizico-

chimicã şi bilogică a “obiectelor” de studiu care este constituitã dintr-un 

ansamblu de variabile care formează biotopul şi biocenoza. De aici rezultã 

natura substantialã a corelaţiilor care se realizeazã pe baza compozitiei 

fizice, chimice, pe baza speciilor sau a calitãtii fizico-chimice a  câmpurilor 

terestre (magnetic, gravimetric etc). 

Ecologia se ocupã, de asemenea, cu analiza proceselor ce se 

desfãsoarã în timp şi spaţiu; în acest fel se completeazã spectrul naturii 

corelaţiilor ecologice cu trei componente principale: 

• corelaţii substantiale; 

• corelaţii temporale. 

• corelaţii spaţio-temporale sau topo-probabiliste; 

 Cercetarea corelaţiilor poate fi realizatã cu instrumente diferite în 

functie de dimensiunea şi natura fenomenelor studiate. În literatura existã încã 

o mare confuzie în terminologia utilizatã pentru instrumentele cu ajutorul 

cărora evaluăm intensitatea legãturilor/corelaţiilor dintre caracteristicile 

ecologice.  

Vom adopta în continuare pentru instrumentele de cuantificare a 

intensitãtii corelaţiilor substanţiale dintre douã variabile următoarele 

categorii: 

• coeficient de corelaţie utilizat pentru variabile cantitative 

(numerice) şi adaptabil, în anumite circumstanţe, pentru 

variabile calitative (alfanumerice); 

• coeficient de corelaţie a rangurilor utilizaţi pentru 

variabile ordonabile (numerice/alfanumerice); 

• coeficie de asociere utilizaţi pentru variabile calitative 

(alfanumerice) 

 Cuantificarea corelaţiilor temporale se bazează pe o formalizare 

particulară a serilor de timp şî se exprimă prin: 

• coeficienţi de autocorelaţie 

• coeficienţi de intercorelaţie 

Cuantificarea corelaţiilor spaţio-temporale presupune o prelucrare 

complexă şi un volum mare de date cu o structură spaţială şi temporală 
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complexă. Metodologia de evaluare a acestor corelaţii este de o deosebită 

complexitate constituind o direcţie specială ( Scrădeanu, D., 2003, 

Geostatistică aplicată). 

 

 

3.1.1.Coeficienţii de corelaţie 

 

 Aceastã categorie de coeficienţi este definitã pentru cuantificarea 

intensitãtii legãturii dintre caracteristicile ecologice cantitative dar pot fi 

adaptati şi pentru studiul caracteristicilor calitative.  

 Caracteristica lor comunã este adimensionalitatea şi domeniul valoric 

restrâns ( [ ]1;1−  sau [ ]1;0 ). Valorile extreme indicã o intensitate maximã sau 

minimã a intensitãtii corelaţiei. 

 

a) Raportul de corelaţie 

 
 Raportul de corelaţie permite evaluarea intensitãtii şi sensului corelaţiei 

dintre douã variabile geologice ( )xy,  independent de modelul de corelaţie. 

Raportul de corelaţie realizeazã aceastã evaluare prin intermediul gradului de 

împrãştiere al valorilor iy  mãsurate în jurul mediilor condiţionate 
xi

y . 

 Analizând intensitatea dependenţei variabilei y  (rezultative) în raport 

de variabila x  (factorialã), dispersia acesteia poate fi exprimatã sub forma: 

 

     ( )
2

0

22

yxyy sss +=     

 (III.169) 

în care  
2

ys  - dispersia totalã a variabilei y  în raport  cu toti factorii cunoscuti sau 

necunoscuti; 

( )
2

xys  - dispersia condiţionatã a variabilei y  în raport cu  variabila x ; 
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2

0ys  - dispersia rezidualã a variabilei y  în raport cu celelalte variabile care-i 

condiţioneazã  variabilitatea  şi care nu sunt specificate în model. 

 

 Separarea dispersiei totale în cele douã componente necesitã 

gruparea datelor  

într-un tabel de corelaţie a cãrui configuratie este condiţionatã de sensul 

corelaţiei. Pentru evaluarea gradului de dependentã al variabilei y  în raport 

cu variabila x , tabelul de corelaţie (Tabelul III.19) contine: 

yxim  - mediile variabilei y  pentru fiecare interval ix ;  

xin  - frecventele marginale ale valorilor iy  pentru fiecare interval ix ; 

în timp ce tabelul de corelaţie al variabilei x  în raport cu y  ( ( )yfx = ) (Tabelul 

III.20): 

xyim  - mediile variabilei x  pentru fiecare interval iy ; 

yin  - frecventele marginale ale variabilei ix  pentru fiecare interval iy . 

             

Tabelul III.19 Corelaţie ( )xfy =   Tabelul III.20 Corelaţie ( )yfx =  

x  y - var. 

dependentã 

xin  yxim   y  x - var. 

dependentã 

yin  xyim  

1x  

2x  

. 

. 

. 

kx  

111211 ,...,, nyyy  

222221 ,...,, nyyy  

. 

. 

. 

knkkk yyy ,...,, 21  

1xn  

2xn  

. 

. 

. 

xkn  

1yxm  

2yxm  

. 

. 

. 

yxkm  

 
1y  

2y  

. 

. 

. 

ky  

111211 ,...,, nxxx  

222221 ,...,, nxxx  

. 

. 

. 

knkkk xxx ,...,, 21  

1yn  

2yn  

. 

. 

. 

ykn  

1xym  

2xym  

. 

. 

. 

xykm  

 Dispersiile 2

ys  şi ( )
2

xys  se evalueazã cu relaţiile: 

 

( )
1

1

2

2

−

−
=
∑ =

k

my
s

k

i yi

y      

 (III.170)  
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         ( )

( )
1

1

2

2

−

−
=
∑ =

k

mmn
s

k

i yyxixi

xy     

 (III.171) 

 

pentru analiza intensitãţii corelaţiei ( )xfy = , iar dispersiile 2

xs  şi ( )
2

yxs  cu 

relaţiile: 

    
( )

1

1

2

2

−

−
=
∑ =

k

mx
s

k

i xi

x         

   (III.172)  

 

            ( )

( )
1

1

2

2

−

−
=
∑ =

k

mmn
s

k

i xxyiyi

yx       

   (III.173) 

 

pentru analiza intensitãţii corelaţiei ( )yfx = . 

 Intensitatea corelaţiei dintre cele douã variabile se mãsoarã cu ajutorul 

raportului dintre dispersia ( ( )xys  sau ( )yxs ) şi dispersia totalã ( ys2  sau xs
2 ). 

Pentru exprimarea cantitativã a acestei corelaţii se defineste  raportul de 

corelaţie cu: 

 

              ( )
( )
2

2

y

xy

xy
s

s
=η      

 (III.174) 

 

                     ( )
( )
2

2

x

yx

yx
s

s
=η      

 (III.175) 

 

 Valoarea maximã a raportului de corelaţie este 1 şi exprimã o corelaţie 

maximã între cele douã variabile, iar lipsa de corelaţie dintre cele douã 

variabile corespondente valorii zero, valoarea minimã a raportului de corelaţie. 
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 În analiza corelaţiei dintre douã variabile geologice, nu întotdeauna 

este evident care din variabile este rezultativã şi care este factorialã, motiv 

pentru care este necesar sã se determine valoarea raportului de corelaţie în 

ambele variante (III.174) şi (III.175). Analiza ambelor valori poate conduce la 

urmãtoarele variante extreme de interpretare: 

 a) variabila y  este dependentã de x  iar x  este independentã;  

   ( ) 1=xyη  şi ( ) 0=yxη       

 (III.176) 

 b) variabila x  este dependentã de y  iar y  este independentã;  

   ( ) 0=xyη  şi ( ) 1=yxη        

 (III.177) 

 c) variabilele x  şi y  sunt independente;  

   ( ) 0=xyη  şi ( ) 0=yxη       

 (III.178) 

 d) variabilele  x  şi y  se intercondiţioneazã sau ambele sunt 

condiţionate de o a treia variabilã neidentificatã: 

   ( ) 1=xyη  şi ( ) 1=yxη       

 (III.179) 

 

 În practica analizei corelaţiilor dintre variabilele geologice, raportul de 

corelaţie ia valori cuprinse între 0  şi 1 iar semnificatia lor statisticã se poate 

testa cu ajutorul factorului  F  pe baza inegalitãtii: 

   ( )212

2

exp ;,
11

ννα
η

η
F

k

kn
F >

−

−
×

−
=     

 (III.180) 

 

în care 11 −= kν , kn −=2ν  ( n = perechi de valori, k = numãr de intervale de 

grupare, α = nivelul de semnificaţie al testului). 

 Verificarea inegalitãtii (III.180) indicã o valoare semnificativã statistic a 

raportului de corelaţie, deci existenta unei corelaţii între variabilele analizate. 
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b) Coeficientul corelaţiei lineare 

 

 Coeficientul corelaţiei lineare este cel mai des întâlnit în cercetarea 

geologicã a corelaţiilor şi din nefericire este utilizat în general fãrã absolut nici 

o precautie legatã de caracteristicile statistice ale variabilelor implicate. 

 Definit pentru douã variabile cu repartiţie normalã ( yx, ), coeficientul 

corelaţiei lineare (= coef. lui PEARSON = coeficientul corelaţiei totale) este 

definit cu relaţia: 

 

          
( )( )

( ) ( )∑∑

∑
−−

−−
=

=

=

n

i yi

n

i xi

n

i yixi

xy

mymx

mymx
r

2

1

2

1     

 (III.181) 

 

 Valorile coeficientului de corelaţie linearã sunt cuprinse între 1−  şi 1 iar 

dacã x  şi y  sunt independente, 0=xyr . 

 Abaterea de la repartitia normalã a variabilelor x  şi y  antreneazã 

modificãri ale interpretãrii valorilor coeficientului de corelaţie linearã. Valoarea 

minimã a coeficientului Pearson ( 0=xyr ) nu este un indicator al independentei 

celor douã caracteristici, ci numai de necorelare liniarã a lor. Acestea pot fi 

corelate printr-o relatie functionalã de tip parabolic, logaritmic etc. 

 Pentru interpretarea valorilor nenule ale coeficienţilor de corelaţie, o 

explicare graficã este mult mai sugestivã pentru cei neacomodati cu statistica 

matematicã. Valoarea coeficientului de corelaţie linearã este în dependenţã 

directã cu distribuţia perechilor de valori ( ii yx , ) într-un sistem rectangular de 

referintã XOY . Corespunzãtor configuratiei geometrice a distributiei 

punctelor, se disting urmãtoarele cazuri: 

 a) alinierea perfectã a punctelor de-a lungul unei drepte - fie 

ascendentã ( 1=xyr ; Fig. 58a), fie descendentã ( 1−=xyr ; Fig. 58b) - care 

indicã o dependenţã linearã perfectã între cele douã variabile. O astfel de 

situaţie este foarte rar întâlnitã în studiul unor relatii functionale între douã 

caracteristici geologice; 
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 b) punctele sunt dispersate aleator, norul de puncte neavând nici o 

orientare preferentialã (Fig. 58c). În circumstanţele amintite anterior, cele 

douã variabile sunt independente sau necorelate ( 0=xyr ); 

 c) configuraţia tranzitorie între cele douã extreme, în care norul de 

puncte are o orientare preferenţialã corespunzãtoare valorilor lui xyr  

aparţinând intervalului [ ]1,1−  (Fig. 58d).  

 

 O analizã mai detaliatã a coeficientului de corelaţie linearã este reluatã 

la analiza modelului liniar de o singurã variabilã independentã . 

 Valorile coeficientului de corelaţie linearã, în cazul în care repartitia 

celor douã variabile se abate de la cea normalã, nu mai exprimã în mod 

obligatoriu intensitatea corelaţiei lineare între cele douã variabile x  şi y . În 

cazul frecvent al repartitiilor 

lognormale, pentru calculul 

coeficientului de corelaţie linearã se 

opereazã cu valorile logaritmate ale 

caracteristicilor analizate. 

 

 

c) Coeficientul cosinus θ  

  

Coeficientul cosinus θ  este o 

1F  

1x  

2x  

1A  

2A  

1y  
2y  

1θ  

2θ  
θ  

2F  

Fig. 59 Coeficientul cosinus θ  
pentru un spaţiu bidimensional 
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Fig. 58 Semnificaţia geometricã a coeficientului Pearson 
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mãsurã a distantei unghiulare, utilizat pentru estimarea similaritãtii între 

obiecte geologice de studiu (ex.: aflorimente, zãcãminte, bazine de 

sedimentare, acvifere etc), reprezentate în spatiul variabilelor mãsurabile (ex.: 

compozitie chimicã, compozitie granulometricã, parametri hidrogeologici etc). 

Estimarea lui implicã ortogonalitatea axelor sistemului de referintã, motiv 

pentru care este preferat în analiza factorialã Q - MOD. 

 

 Într-un spatiu bidimensional definirea coeficientului cosinus θ  se 

bazeazã pe relatiile trigonometrice elementare ale cosinusului unghiului unei 

diferente de unghiuri (Fig.59): 

         

 ( )
( )( )2

2

2

2

2

1

2

1

2211
21coscos

21

yxyx

yxyx
AA

++

×+×
=−= θθθ     (III.183) 

 Generalizând pentru n  dimensiuni ( n  factori independenti nFFF ,...,, 21 , 

spre exemplu n  aflorimente probate în cazul analizei Q-MOD) se obţine 

formula: 

       
∑∑

∑

==

==
k

i i

k

i i

k

i ii

AA

yx

yx

1

2

1

2

1

21
cosθ     

 (III.183) 

 

 Acest coeficient de corelaţie indicã o similaritate completã între douã 

obiecte geologice 1A  şi 2A  pentru 1cos =θ  şi o disimilaritate totalã pentru 

0cos =θ  (corespunzãtor unui unghi o90=θ  echivalent cu ortogonalitatea 

vectorilor de poziţie). 

 

 

d) Coeficientul distantei taxonomice 

 

 Ca mãsurã a similaritãtii între douã obiecte geologice, coeficientul 

distantei taxonomice îşi are originea în modelul geometric al distantei 

euclidiene între douã puncte A şi B într-un spatiu n -dimensional. Distanta 

taxonomicã între cele douã obiecte geologice este invers proportionalã cu 
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similaritatea, n  fiind numãrul de caracteristici proprii celor douã obiecte 

geologice studiate.  

 În cazul distanţei taxonomice dintre douã eşantioane A şi B 

reprezentate prin douã caracteristici  1x  şi 2x  (Fig.60) formula de calcul este: 

 

    ( ) ( )2

22

2

11 BABAAB xxxxD −+−=    (III.184) 

 

în care: 

 Ax1  - caracteristica 1x  determinatã în eşantionul A (ex.: conţinutul în 

zinc); 

 Bx1  - caracteristica  1x  determinatã în eşantionul B; 

 Ax2  - caracteristica  2x  

determinatã în eşantionul A 

(exemplu: conţinutul în plumb); 

 Bx2  - caracteristica  2x  

determinatã în eşantionul B. 

  

Dacã pentru cele douã 

obiecte geologice (A şi B) se 

determinã mai multe caracteristici 

( nxxx ,...,, 21 ) se utilizeazã o 

generalizare a distanţei 

taxonomice: 

 

( )∑ =
−=

n

i iBiAAB XXD
1

2     (III.185) 

 

 Creşterea numãrului de caracteristici utilizate reduce posibilitatea 

interpretãrii valorii distantei taxometrice în comparatie cu a altor coeficienţi de 

corelaţie datoritã diversitãtii unitãtilor de mãsurã şi a amplitudinilor de selectie. 

Eliminarea acestor inconveniente se realizeazã prin standardizarea valorilor 

1x  

Ax1  

Bx1  

A  

B  

Ax2  
2x  Bx2  

Fig. 60 Distanţa taxonomicã în spaţiu 
bidimensional 
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caracteristicilor mãsurate, normarea lor pe intervalul [ ]1,0  şi definirea 

coeficientului distanţei taxonomice: 

 

  ( )∑
=

−−=
n

i

iBiAAB XSXS
n

d
1

21
1          (III.186) 

 

în care: 

iAXS  - valoarea standardizatã şi normatã a caracteristicii "i" din eşantionul A; 

iBXS  - valoarea standardizatã şi normatã a caracteristicii "i" din eşantionul B. 

 În aceste condiţii, valorile extreme ale coeficientului de distanţã sunt:  

zero, când cele douã esantioane sunt identice, deci similaritatea este maximã 

şi unu, când cele douã eşantioane A şi B sunt total diferite. 

 

 

e) Coeficientul corelaţiei binare 

 

 Coeficientul corelaţiei binare ( Dr ) a fost propus de Derec, Sarcia şi 

Troly (1964) pentru cercetãri metalogenetice şi este definit prin relaţia: 

 

     

 
( )( )bnanab

abne
r ab

D
−−

−
=   

  (III.188) 

 

în care: 

 n  - numãrul total de cazuri 

analizate (Fig. 61); 

 a  - numãrul de cazuri analizate 

care prezintã caracteristica A; 

 b  - numãrul de cazuri analizate care prezintã caracteristica B; 

 abe  - numãrul de cazuri analizate care prezintã ambele caracteristici A 

şi B, a cãror corelaţie se analizeazã. 

abe  

b  
a  

n  

     Fig. 61 Relaţia dintre elementele                                                       
coeficientului de corelaţie binarã 



50/124 
 

 

Coeficientul de corelaţie binarã este o mãsurã a intensitatii legãturii 

între caracteristicile A şi B. Cu cât coeficientul Dr  este mai mare (valori 

pozitive) legãtura este mai puternicã. Valorile negative indicã o "respingere" a 

caracteristicilor, iar valoarea nulã o independenţã totalã. 

 Interpretarea naturalistã a valorilor lui Dr  permite ierarhizarea 

corelaţiilor într-un sistem multivariat pe baza coeficienţilor corelaţiei binare 

calculati pentru toate perechile de caracteristici mãsurabile. Asamblate într-o 

matrice de similaritate, toate valorile coeficientului de corelaţie pot forma o 

imagine sinteticã a ierarhiilor corelaţionale din sistemul studiat. În tabelul III.21 

este prezentatã configuratia unei astfel de matrici ce va constitui obiectul unor 

prelucrãri ulterioare în scopul factorizãrii corelaţionale. 

Tabelul III.21 Matricea coeficienţilor Dr  pentru mineralele caracteristice ale 
pegmatitelor cu beril din Madagascar şi Mozambic (dupã  P. Lafitte, 1972) 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1 1 0.31 0.34 -0.16 0.18 0.31 0.17 0.18 -0.06 -0.57 0.26 
2 0.31 1 -0.17 -0.46 0.13 0.1 0.05 0.13 0.13 -0.55 -0.19 
3 0.34 -0.17 1 -0.16 0.18 -0.28 -0.31 -0.06 0.18 0.01 0.26 
4 -0.16 -0.46 -0.16 1 0 0.14 -0.11 0.29 0 0.14 0.15 
5 0.18 0.13 0.18 0 1 -0.14 -0.13 -0.07 -0.33 0.08 0.24 
6 0.31 0.1 -0.28 0.14 -0.24 1 0.55 0.08 0.08 -0.18 0.06 
7 0.17 0.05 -0.31 -0.11 -0.13 0.55 1 -0.13 -0.13 -0.1 -0.29 
8 0.18 0.13 -0.06 0.29 -0.07 0.08 -0.13 1 0.73 -0.24 0 
9 -0.06 0.13 0.18 0 -0.33 0.08 -0.13 0.73 1 -0.24 0 

10 -0.57 -0.55 0.01 0.14 0.08 -0.18 -0.1 -0.24 -0.24 1 -0.23 
11 0.26 -0.19 0.26 0.15 0.24 0.06 -0.28 0 0 -0.23 1 

1 - minereuri de Nb şi Ta; 2 - micã litinifierã; 3 - amfibolit şi spodumen; 4 - fosfati de Mn 
şi Fe; 5 - minerale de Bi; 6 - casiterit şi wolframit; 7 - molibdenit; 8 - minerale de U; 9 - 
pãmânturi  rare; 10 - minerale de Cs; 11 - granat. 
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3.1.2. Coeficienţii de corelaţie a rangurilor 

 

 Ordonarea valorilor unei caracteristici geologice într-o succesiune 

ascendentã sau descendentã este realizabilã atât pentru caracteristicile 

cantitative cât şi pentru cele calitative. Operatiune extrem de ieftinã din punct 

de vedere al prelucrãrii, ordonarea asociazã fiecãrei valori a caracteristicii 

studiate un numãr natural, cunoscut sub denumirea de rang.  

 Analiza corelaţiei rangurilor este o tehnicã neparametricã pentru studiul 

legãturilor dintre variabilele geologice care nu tine seama de diferenta dintre 

valorile numerice ale proprietãtilor, ci numai de ordinea lor.  

 Coeficienţii definiti pentru cuantificarea intensitãtii corelaţiei rangurilor 

au valori cuprinse în intervalul [ ]1,1−  şi permit analiza corelaţiilor pentru douã 

sau mai multe variabile. Ei pot fi utilizati cu deosebit succes pentru corelarea 

secventelor sedimentare investigate prin carotaj geologic complex în structuri 

sedimentare cu numeroase alternanţe litologice pe unitatea de adâncime. 

 

 

a) Coeficientul lui Spearman  

 

 Coeficientul lui Spearman ( SPρ ) este definit pe baza coeficientului 

corelaţiei lineare al lui Pearson între douã variabile 21,vv  şi are formula:

         

 ( )1

6
1
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1

2

−
−=
∑ =

nn

d
n

i i

SPρ      (III.189) 

în care: 

 n  - numãrul de perechi de valori ordonate crescãtor; 

 id  - diferenta rangurilor celor douã variabile : 

       =id rang −ix rang iy   

 rang ix  - rangul valorii ix  în sistemul ordonat crescãtor; 

 rang iy  - rangul valorii iy  în sistemul ordonat crescãtor. 
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Aplicatie.  Analiza corelaţiei între valoarea economicã a unei roci şi indicele ei 

de duritate pe baza valorilor din tabelul III.22 conduce la o valoare a 

coeficientului lui Spearman: 

  
( )

9,0
110010

1506
1 =

−⋅

⋅
−=SPρ  

          

 Valorile SPρ  sunr cuprinse în intervalul [ ]1,1−  iar interpretarea este 

similarã cu a coeficientului lui Pearson din care este dedus. Pentru aplicaţia 

precedentã se poate concluziona pe baza valorii 9,0=SPρ  cã existã o bunã 

concordanţã între valoarea economicã a rocii şi tãria ei rezultatã dintr-un 

ansamblu de proprietãţi elementare (compoziţie mineralogicã, structurã, 

texturã etc.). 

           

Tabelul III.22  Calculul coeficientului lui Spearman 

Nr. 

crt. 

Proba Rangul 
id  2

id  

Valoare 

economicã 

Tãrie 

1 P1 10 5 5 25 

2 P2 2 3 -1 1 

3 P3 3 1 2 4 

4 P4 1 10 -9 81 

5 P5 5 8 -3 9 

6 P6 4 2 2 4 

7 P7 6 9 -3 9 

8 P8 7 4 3 9 

9 P9 8 6 2 4 

10 P10 9 7 2 4 
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b) Coeficientul lui Kendall 

 

 Coeficientul lui Kendall ( kτ ) are aceleaşi proprietãţi cu coeficientul 

Spearman, fiind egal cu zero când cele douã variabile analizate sunt 

independente şi cu +1 şi -1 când dependenţa dintre cele douã variabile este 

maximã, pozitivã sau negativã. 

 Relaţia de definitie este: 

     
( )1

2

−
=

nn

S
kτ      

 (III.190) 

în care: 

 n  - numãrul de perechi de valori ordonate; 

 S  - suma concordantelor posibile, calculate prin consemnarea cu +1 a 

"consensului" şi cu  -1  a variaţiei inverse. 

 

Aplicatie. Pentru o serie de 5=n  perechi de valori [densitate ( ρ ), coeziune 

( c )] (Tabelul III.23a), succesiunea operaţiunilor necesare calculului 

coeficientului kτ  este: 

               

Tabelul III.23 Elementele de calcul pentru coeficientul Kendall 

                 a)                                                               b) 

Proba 
Rangul  

Proba 
Rangul 

ρ  c   ρ  c  

1 5 4  3 1 3 

2 2 1  2 2 1 

3 1 3  4 3 2 

4 3 2  5 4 5 

5 4 5  1 5 4 

 

1. Ordonarea probelor dupã rangul unei caracteristici, de exemplu ρ  

(Tabelul III.23b). 

 2. Realizarea perechilor de ranguri prin combinarea probelor 

disponibile (Tabelul III.24). 



54/124 
 

 3. Calculul lui S  prin însumarea algebricã a variaţiilor relative. 

 4. Calculul lui kτ  cu formula (III.190): 

    
( )

4,0
155

42
=

−

⋅
=kτ  

     

Tabelul III.24 Calculul parametrului S  

pentru coeficientul Kendall 

Nr. crt. ρ  c  
Consens +1 

Contrasens -1 

1 1⇒2 3 ⇐1 -1 

2 1⇒3 3 ⇐2 -1 

3 1⇒4 3⇒5 +1 

4 1⇒5 3⇒4 +1 

5 2⇒3 1⇒2 +1 

6 2⇒4 1⇒5 +1 

7 2⇒5 1⇒4 +1 

8 3⇒4 2⇒5 +1 

9 3⇒5 2⇒4 +1 

10 4⇒5 5 ⇐4 -1 

=S  4 

 

În practicã, frecvent, selecţiile de date conţin grupuri de k  valori cu 

acelaşi rang. Pentru astfel de situaţii se calculeazã un rang mediu prin media 

aritmeticã a rangurilor celor k  valori. Vor apare astfel în seria ordonatã a 

selectiei k  valori cu acelaşi rang. Tranzitiile între valori cu acelaşi rang sunt 

consemnate cu valoarea zero în calculul parametrului S .  

 

Aplicatie. Dacã ordonarea a 5=n  probe dupã gradul de alterare este realizatã 

de doi specialisti (A, B) obtinându-se situatia din tabelul III.25, rangul mediu al 

probelor P3 şi P4  dupã clasificarea obtinutã de specialistul A este: 

 

  5,2
2

32
43 =

+
== PP rangArangA  
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 Conform tabelelor de calcul (tabelul III.26  şi tabelul III.27): 

 

( )
1,0

155

12
=

−

⋅
=kτ     

Tabelul III.25 Coef. Kendall      

Proba 
RANG      

A B  Tabelul III.27 Coef. Kendall  

P1 1 3  Nr. crt. A B +1/-1 

P2 4 1  1 1 →2,5 3 ←2 -1 

P3 2-3 2  2 1 →2,5 3 →4 1 

P4 2-3 4  3 1 →4 3 ←1 -1 

P5 5 5  4 1 →5 3 →5 1 

Tabelul III.26 Coef.Kendall  5 2,5 →2,5 2 →4 0 

Proba 
RANG  6 2,5 →4 2 ←1 -1 

A B  7 2,5 →5 2 →5 1 

1 1 3  8 2,5 →4 4 ←1 -1 

2 2,5 2  9 2,5 →5 4 →5 1 

3 2,5 4  10 4 →5 1 →5 1 

4 4 1     1=S  

5 5 5      

 

 

 

c) Coeficientul OMEGA-Kendall 

 

 Corelarea simultanã a rangului mai multor variabile poate fi cuantificatã 

prin coeficientul definit cu relaţia: 

 

   ( )nnm

S
K

−
=Ω

32

12
     (III.191) 
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în care:  

S  - suma concordanţelor multiple: 

                 ( )∑ =
−=

m

i i SSS
1

2

    

 (III.192) 

 iS  - suma concordanţelor binare; 

 S  - media concordanţelor binare; 

 m  - numãrul variabilelor comparate; 

 n  - numãrul cuplurilor de valori ale selectiei. 

 

Aplicatie. Analiza corelaţiei rangurilor a trei variabile V1, V2 şi V3, a cãror 

clasificare este consemnatã în tabelul III.28a, conduce la urmãtoarele etape 

de calcul (Tabelul III.28b): 

 1 - media concordanţelor binare 

  2
3

204
=

++
=S  

 2 - suma concordanţelor multiple 

  ( ) ( ) ( ) 8222024
222

=−+−+−=S  

 3 - coeficientul KΩ  

  ( ) 1,0
553

812
32

=
−

⋅
=ΩK  

   

 Valoarea 0,1 indicã o corelaţie nesemnificativã între cele trei variabile 

(V1, V2 şi V3). 

 

          

Tabelul III.28 Elementele de calcul pentru coeficientul OMEGA-Kendall 

      b)  

     Nr. 

crt. 

Tranziţii +1/-1 

 a)   V1 V2 V3 V1:V2 V1:V3 V2:V3 

Nr. 

probã 

Rang  1 1⇒2 2 ⇐1 3 ⇐2 -1 -1 +1 

V1 V2 V3  2 1⇒3 2⇒4 3⇒5 +1 +1 +1 

P1 1 2 3  3 1⇒4 2⇒5 3 ⇐1 +1 -1 -1 
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P2 2 1 2  4 1⇒5 2⇒3 3⇒4 +1 +1 +1 

P3 3 4 5  5 2⇒3 1⇒4 2⇒5 +1 +1 +1 

P4 4 5 1  6 2⇒4 1⇒5 2 ⇐1 +1 -1 -1 

P5 5 3 4  7 2⇒5 1⇒3 2⇒4 +1 +1 +1 

     8 3⇒4 1⇒5 5 ⇐1 +1 -1 -1 

     9 3⇒5 4⇒5 5 ⇐4 +1 -1 +1 

     10 4⇒5 5 ⇐3 1⇒4 -1 +1 -1 

 

Dacã în selecţiile analizate existã şi valori identice, deci cu acelaşi 

rang, formula (III.191) se modificã sub forma: 

 

    
( ) ( )∑ =

−−−
=Ω

n

i ii

K

ttmnnm

S

1

332

12
   

 (III.193)  

 

semnificatiilor notatiilor fiind aceleaşi cu cele mentionate anterior: 

 

 

3.1.3.Coeficienţi de asociere 

 

 Asocierea caracteristicilor calitative este o problemã de importanţã 

deosebitã în cercetarea geologicã fundamentalã. Compararea rocilor pe baza 

asociatiilor mineralogice, a nivelurilor stratigrafice pe baza speciilor fosile 

determinate, a zãcãmintelor pe baza caracteristicilor petrografice, toate 

solicitã existenta unui instrument pentru ierarhizarea asocierii caracteristicilor 

calitative functie de intensitatea ei. Aproape jumãtate din datele obtinute prin 

prospectiune şi explorare geologicã sunt de naturã calitativã şi ignorarea 

acestora în etapa de analizã corelaţionalã echivaleazã cu pierderea 

contactului cu ambianta geologicã a fenomenului studiat. 

 Coeficienţii de asociere permit descrierea cantitativã a celor douã tipuri 

de relatii fundamentale ce se stabilesc între douã caracteristici calitative A şi B 
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(ex.: A=tipul petrografic: granit, dacit, bazalt etc.; B=caracterul mineralogic: 

ortozã, albit, olivinã etc.): independenta şi asocierea . 

 Independenta a douã caracteristici calitative A şi B este exprimatã 

cantitativ prin identificarea aceleiaşi proportii de elemente A, atât printre 

elementele B cât şi nonB. Exprimat prin intermediul frecventelor de grupã, 

forma clasicã a criteriului de independentã pentru cele douã caracteristici A şi 

B este: 

 

     
( )
( )

( )
β

βA

B

AB
=      

 (III.194) 

 

 Pentru identificarea comodã a independentei, indiferent de forma în 

care au fost sistematizate datele din cele N puncte de probare, criteriul 

exprimat prin relaţia (III.194) poate fi formulat în diferite variante echivalente : 

     
( )
( )

( )
N

A

B

AB
=      

 (III.195) 

     
( )
( )

( )
N

B

A

AB
=      

 (III.196) 

     ( ) ( )( )
N

BA
AB =      

 (III.197) 

     
( ) ( ) ( )

N

B

N

A

N

AB
=     

 (III.198) 

 Ecuaţia (III.198) exprimã simbolic regula fundamentalã a 

independentei: 

"Dacã caracteristicile calitative A şi B sunt independente, proportia 

elementelor ( )AB  este egalã cu proportia elementelor A înmultitã cu proportia 

elementelor B." 
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 Asocierea exprimã existenta unei legãturi între caracteristicile calitative, 

iar functie de sensul, intensitatea şi numãrul de variabile implicate poate fi: 

pozitivã sau negativã, completã sau incompletã, totalã sau partialã. 

 Asocierea pozitivã a douã caracteristici A şi B atrage cresterea 

numãrului de elemente B o datã cu cresterea numãrului de elemente A şi este 

exprimatã de inegalitatea: 

     ( ) ( )( )
N

BA
AB >      

 (III.199) 

 Asocierea negativã, opusã celei pozitive, exprimã dezasocierea 

caracteristicilor comparate, adicã reducerea numãrului de elemente B 

proportional cu cresterea numãrului de elemente A, şi este exprimatã de 

inegalitatea: 

     ( ) ( )( )
N

BA
AB <      

 (III.200) 

 Proporţional cu creşterea intensitãţii legãturii între cele douã 

caracteristici calitative implicate, asocierea pozitivã şi negativã tind sã devinã 

complete ((A)=(B) - asociere completã; (AB)=0 – dezasociere = asociere 

negativã completã). 

 Analiza corelaţionalã a unui sistem geologic, fie el bazin de 

sedimentare, zãcãmânt polimetalic sau de petrol, implicã în mod obligatoriu 

studiul simultan al mai multor variabile calitative. Numai din considerente 

operationale, în anumite etape ale prelucrãrii datelor se ignorã ansamblul de 

corelaţii, lunându-se în considerare numai informatiile referitoare la douã 

caracteristici calitative A şi B, definindu-se asocierea totalã între acestea. 

Definirea asocierii totale, presupune ipoteza cã în sistemul studiat nu existã o 

altã variabilã care sã condiţioneze variabilele luate în studiu. 

 Pentru cuantificarea intensitãtii asocierii, presupuse totale, se utilizeazã 

în mod uzual coeficientul de asociere (Q ), coeficientul de interdependentã 

(Y ) şi coeficientul de corelaţie calitativã ( ABr ). 
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a) Coeficientul de asociere Yule şi Kendall 

 

 

Coeficientul Yule şi Kendal, (Q ),are relaţia de definitie: 

 

    
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )βααβ

βααβ

ABAB

ABAB
Q

+

−
=     

 (III.201) 

 

 Coeficientul de asociere Q  este zero când cele douã caracteristici A şi 

B sunt independente, +1 când existã asociere pozitivã completã şi -1 când 

cele douã caracteristici sunt dezasociate (= asociere completã negativã). 

 Coeficientul de asociere Q  este independent de proportiile relative ale 

elementelor A şi α  în selectia de date, proprietate ce-l face adecvat cazurilor 

în care proportiile sunt arbitrare. 

 

b) Coeficientul de interdependenţã  

 

Coeficientul de interdependenţã ,(Y ), cu proprietãţi similare coeficientului de 

asociere Q  este definit cu relaţia: 

     

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )αβ

αβ

αβ

αβ

AB

BA

AB

BA

Y

+

−

=

1

1

    

 (III.202) 

 

 

c) Coeficientul de corelaţie asociativã 

 

Coeficientul de corelaţie asociativã ( ABr ) este definit (Sarapov, 1968) 

pe structura coeficientului corelaţiei lineare, având aceleaşi proprietãti cu 

acesta : 
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( )( ) ( )( )

( )( )( )( )βα

αβαβ

BA

BAAB
rAB

−
=     

 (III.203) 

 

 Testarea caracterului total al asocierii caracteristicilor A şi B necesitã 

verificarea influentei unei alte caracteristici C asupra asocierii acestora. 

Pentru aceasta se defineste asocierea partialã a caracteristicilor A şi B în 

raport cu C. 

 Asocierea partialã  ca şi cea totalã poate fi pozitivã dacã se verificã 

inegalitatea: 

 

     ( ) ( )( )
C

BCAC
ABC >     

 (III.204) 

 

sau negativã dacã: 

     ( ) ( )( )
C

BCAC
ABC <     

 (III.205) 

 

 Prin adaptarea formulelor (III.201), (III.202) şi (III.203) se definesc 

coeficienţii de asociere partialã corespunzãtori: 

    
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )CABCCABC

CABCCABC
Q CAB

βααβ

βααβ

+

−
=.    

 (III.206) 

 

     

( )( )
( )( )
( )( )
( )( )CABC

BCCA

CABC

BCCA

Y CAB

αβ

αβ

αβ

αβ

+

−

=

1

1

.    

 (III.207) 
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( )( ) ( )( )

( )( )( )( )CBCCAC

CABCCABC
r CAB

βα

βααβ −
=.    

 (III.208) 

 

 Testarea influentei caracteristicii C asupra asocierii caracteristicilor A şi 

B se bazeazã pe compararea coeficienţilor calculati pentru asociere în raport 

atât cu caracteristica C cât şi cu caracteristica nonC (=γ ). Egalitatea 

γABCAB QQ =.  indicã independenta asocierii caracteristicilor A şi B  în raport cu 

caracteristica C, altfel spus, între caracteristicile A şi B este o asociere totalã. 

 Proportional cu cresterea numãrului de caracteristici luate în studiu 

creste numãrul asociatiilor partiale care se pot analiza pentru precizarea 

ansamblului de corelaţii din sistemul studiat. 

 

3.1.4.Coeficienţi de corelaţie temporală 

 

 În cercetarea ecologicã se opereazã frecvent cu serii de valori ale unor 

variabile ijv  ( nvi ,...,3,2,1= ; nij ,...,3,2,1= ; nv  - numãrul de variabile; ni  - 

numãrul de valori pentru fiecare variabilã) obtinute prin determinari realizate la 

intervale mai mult sau mai putin egale. 

  Astfel de serii de valori cunoscute sub denumirea genericã de serii de 

timp  pot fi constituite din: 

cote ale nivelului 

piezometric ale unui 

acvifer mãsurate la 

intervale de timp egale 

(Fig.62), succesiunea 

litologicã a unei secvente 

sedimentare separatã în 

intervale egale ca 

grosime (Fig.63), numãr 

de microfosile identificate pe o directie oarecare de probare (Fig.64).  

 

H(1) 

H(2) H(4) 

H(3) 

H(4) 

H(2) 

t 
t1 t2 t4 t3 

Fig. 62 Serie de timp a nivelurilor piezometrice 
mãsurate într-un acvifer freatic 
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 Timpul, într-o astfel de serie de valori sau stãri ale procesului studiat 

este echivalent fie cu grosimea stratigraficã, fie cu adâncimea mãsuratã într-

un foraj, fie cu distanta de-a lungul unei directii oarecare din spatiu. 

 Studiul seriilor de timp beneficiazã de o amplã şi sofisticatã 

metodologie (Tertisco M.et.al.,1985) care nu poate fi utilizatã cu eficientã 

maximã în geologie din douã motive principale: 

t1 
t2 
 
t3 
. 
. 
. 
 
 
 
tn-1 
tn 

a) v1 v2 v3 b) 

Fig. 63 Serii de timp rezultate din cercetarea unei succesiuni sedimentare 
a) serie de timp litologicã univariatã; 
b) serie de timp multivariatã ( γγρ === 321 ;, vPSvv ) obţinutã din diagrafia geofizicã 

complexã 

Fig. 64 Numãr de microfosile identificate în puncte de 
probare plasate pe o direcţie oarecare de probare 

Z 

Y 

X 

NF(1) NF(2) NF(3)… 

e e e t 
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a)volumul mare de date necesar calculului parametrilor caracteristici analizei 

seriilor de timp univariate, cu semnificatie relativ redusã în studiul proceselor 

geologice complexe, multivariate; 

b)complexitatea metodologiei care introduce dificultãti de interpretare în 

analiza seriilor de timp multivariate, adecvate studiului proceselor geologice 

complexe. 

 

 

a)Formalizarea stocasticã a seriilor de timp 

 

 Existenta unui volum minim de date pentru studiul unei serii de timp în 

scopul estimãrii stocastice a corealtiilor presupune o formalizare care 

asociazã caracteristicii studiate (ex.: litologia, nivelul piezometric, numãrul de 

fosile identificate etc.) o variabilã aleatoare de obicei discretã (caracterul 

discret fiind determinat de modul de colectare a datelor şi nu de natura 

variabilei studiate), iar continutului variabilei, un ansamblu de stãri (ex.: variate 

tipuri litologice: calcar, argilã, gresie; sensul evolutiei: ascendent, descendent, 

constant).  

 O serie de timp este din punct de vedere formal o succesiune se stãri 

exclusive, iar instrumentul operational care permite identificarea probabilistã a 

ponderii componentei deterministe (=corelaţionale) a procesului este matricea 

de tranzitie. 

 Matricea de tranzitie sacrificã toate informatiile referitoare la pozitia 

stãrilor în secventa de date, în favoarea identificãrii tendintei unei stãri de a fi 

urmatã sau precedatã de alta. 

 Existã douã tipuri principale de matrici de tranzitie: matrici de tranzitie 

unitarã (de un pas) şi matrici de tranzitie multiplã, fiecare dintre ele putând fi 

exprimate numeric în trei forme diferite: 1) matricea frecventelor de tranzitie, 

2) matricea proportiei perechilor de tranzitii, 3) matricea proportiilor de 

tranzitie. 

 

1) Matricea frecventelor de tranzitie este formatã din numãrul tranzitiilor de la 

o stare la alta determinatã pe baza seriei de observatii disponibile.  
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Pentru seria de 31=n  stãri: 

 

ABACDCDABCBADCDCBACABDABCDBACDA 

 

matricea frecventelor celor 301 =−n tranzitii ( MFT ) este: 

 

                    A  B  C  D 

                                 Total 

    

7

8

7

8

0313

5021

1204

1340



















=

D

C

B

A

MFT    

 (III.209) 

          30  

 

            Total 8  7  8  7 

 

2) Matricea proporţiei perechilor de tranziţii ( MPPT ) se obţine din MFT  prin 

divizarea fiecãrei valori cu numãrul total de tranzitii şi exprimã ponderea unei 

tranzitii în totalul acestora: 

                                   A;      B;      C;      D; 

             Total 

23,0

27,0

23,0

26,0

00,010,003,010,0

17,000,007,003,0

03,007,000,013,0

03,010,013,000,0



















=

D

C

B

A

MPPT     

 (III.210) 

                  1,00    

        Total 0,26  0,23  0,27  0,23  

                                  

3) Matricea proporţiilor de tranziţie ( MPT ) exprimã proporţia în care o stare 

poate fi urmatã de alta fãrã a ţine seama de ponderea stãrii iniţiale în totalul 

acestor tranzitii. Ea se calculeazã prin divizarea fiecãrui element dintr-un rând 

al MFT prin suma frecventelor din rândul respectiv. 
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                                                     A         B         C         D 

                  Total 

000,1

000,1

000,1

000,1

000,0428,0143,0428,0

625,0000,0250,0125,0

143,0286,0000,0571,0

125,0375,0500,0000,0



















=

D

C

B

A

MPT   

 (III.211) 

         

 Cele trei forme de exprimare ale matricii de tranzitie pot fi construite 

pentru o tranzitie unitarã cãnd procesul studiat opereazã la momente 

consecutive, exprimate formal de indicele superscris al probabilitãtii de 

tranzitie de la starea "j" la starea "k". 

 

     ( ) { }jVkVPp mmjk === +1

1    

 (III.212) 

 

 Pentru o tranzitie multiplã ( n  paşi), probabilitatea de tranzitie de la 

starea "j" la starea "k" se scrie: 

     ( ) { }jVkVPp mnm

n

jk === +    

 (III.213) 

 

 În cazul în care probabilitãtile jkp  depind numai de pasul n  şi sunt 

independente de pozitia initialã "m" (situatie valabilã pentru un lanţ Markov 

omogen) matricea de tranzitie multiplã se calculeazã pe baza matricilor de 

tranziţie unitarã. 

 Relaţia de recurentã a  prognozei stãrii sistemului pentru orice 

"moment" este: 

 

     ( ) ( ) ( )mm Ppp ×= 0     

 (III.214) 
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în care ( )mP  este matricea constituitã din probabilitãtile de tranzitie multiplã 
( )m

jkp . 

Aplicatie.Pentru matricea proportiei de tranzitie unitarã: 

 

















=

25,025,050,0

34,050,016,0

10,020,070,0

1

CALCAR

ARGILA

GRESIE

MPT  

 

se obţine prin calcule succesive: 

 

( )

















=

11,029,052,0

27,037,036,0

16,027,057,0

1 2
MPT  ( )

















=

20,030,050,0

21,031,048,0

20,030,050,0

1 4
MPT  

 

( )

















=

20,030,050,0

20,030,050,0

20,030,050,0

1 6
MPT  ( )

















=

20,030,050,0

20,030,050,0

20,030,050,0

1 8
MPT  

 

o matrice de echilibru, care nu se modificã peste o anumitã valoare a 

exponentului şi care prin structura numericã exprimã intensitatea corelaţiilor 

care existã în seria de timp analizatã. 

 Pentru exemplificarea modului în care se reflectã gradul de 

determinare în structura unei matrici de tranzitie prezentãm în continuare: 

a) matricea unui proces determinist de tipul MPTD: 

...ABCDABCDAABCDABCD... 

 

A  B  C   D 



















=

0001

1000

0100

0010

D

C

B

A

MPTD                             

 

cu exprimarea graficã a tranzitiilor în fig. 65.                  

A B 

C D 

Fig. 65 Tranziţiile într-un proces determinist 



68/124 
 

 

 

 

b) matricea unui proces aleator de tip MPDA: 

...DBABCDCABCABDCDCBCDBAD... 

 



















=

000,0390,0460,0150,0

530,0000,0100,0370,0

320,0320,0000,0360,0

160,0450,0390,0000,0

D

C

B

A

MPDA   

 

cu exprimarea graficã a tranzitiilor în fig. 66.           

 

 La un numãr mare de valori ale unei serii de timp aleatoare, 

probabilitãtile devin egale (ex.: ( ) ( ) ( ) 3/1=== DAPCAPBAP ) în cazul unui 

sistem cu patru stãri distincte A,B,C,D). Între cele douã extreme (model 

determinist şi aleator) existã o infinitate de variante diferentiate prin 

intensitatea corelaţiilor.  

 Descrierea statisticã a seriilor de timp este realizatã prin patru functii 

elementare: dispersia, densitatea de probabilitate, coeficientul de 

autocorelaţie sau intercorelaţie şi densitatea spectralã. Dacã primele douã 

sunt utilizate pentru orice variabilã cu comportament aleator, ultimele douã 

sunt specifice seriilor de timp. 

 

 

b)Coeficientul de autocorelaţie 

 

 Autocovarianta este covarianta a douã realizãri ale aceleiaşi variabile 

(V ) care este determinatã în douã puncte separate prin intervalul h . 

Covarianta, ca o functie de h  poate fi scrisã sub forma: 

   ( ) ( ) ∑ +
→∞

+ ×==
N

hnn
N

hnnV VVVVEhC
1

lim,    

 (III.215) 

A 

B 

C 

D 

Fig. 66 Tranziţiile în MPDA 
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în care  

h  - "distanta" dintre cele douã valori ( 1,...,2,1,0 −= Nh ); 

N  - numãrul de valori ale seriei de timp. 

  

Functia de covariantã este simetricã în jurul valorii zero: 

 

     ( ) ( )hChC VV =−     

 (III.216) 

 

iar dacã 0=h  covarianta se reduce la dispersie (=variantã) şi se poate scrie : 

 

( ) ( ) ∑
=

==
N

n

nV V
N

VC
1

21
var0     

 (III.217) 

 

 Coeficientul de autocorelaţie se obţine prin divizarea covariantei la 

variantã şi poate fi scris sub forma: 

 

     ( ) ( )
( )0V

V
V

C

hC
hR =     

 (III.218) 

 

 Estimatorul coeficientului de corelaţie se calculeazã cu relaţia: 

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑

++

−

=

−

= +

−

=+

−−−−

−−
=

2222

1 11

hihiii

hN

i

hN

i hi

hN

i ihii

V

vvhNvvhN

vvvvhN
hr    

 (III.219) 

 

 Valorile coeficientului de autocorelaţie sunt cuprinse în intervalul [ ]1,1−  

şi evident ( ) 10 =vR  este valoarea care indicã o corelaţie maximã. Valoarea 

( ) 10 −=vR  indicã o corelaţie maximã inversã. Valorile estimate ale 
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coeficientului de autocorelaţie permit identificarea ciclicitãţilor dintr-o serie de 

timp. 

 Reprezentarea 

graficã a variatiei 

coeficientului de 

autocorelaţie în functie de 

h  poartã denumirea de 

corelogramã (Fig. 67) şi 

ilustreazã într-o formã 

sinteticã semnificatia 

statisticã a componentelor 

ciclice ale seriei studiate.  

 

 Selectarea 

componentelor cu semnificatie statisticã se face prin alegerea unui nivel de 

semnificatie minimã care filtreazã valorile coeficientului de autocorelaţie. Intr-

un model pentru reproducerea şi prognoza seriei de timp sunt reprezentate 

numai componentele al cãror coeficient de autocorelaţie depãseste nivelul de 

semnificatie minim.  

 

Aplicatie. Ca un exemplu simplu se poate calcula corelograma unui proces 

geologic de tip markovian descris printr-o matrice de tranzitie. Acest lucru se 

poate realiza prin asocierea unei valori numerice fiecãrei stãri a sistemului . 

 Pentru un proces cu douã stãri distincte, asociind unei stãri valoarea 

unu şi celei de-a doua valoarea zero matricea de tranzitie va fi notatã: 

 









=

1110

0100

pp

pp
MPT  

     

în care 100101 ,, ppp  şi 11p  sunt probabilitãtile de tranzitie din sistemul studiat. 

 Conform relaţiei (III.215): 

 

( ) ( ) ( ) ( )1111 ==×===== ++ nhnnhnnV VVPVPVVEhC  

+1 

-1 

0 
1 2 

3 

4 

5 

6 7 8 

Nivel semnificaţie 
        minimã 

h

( )hRv

Nivel semnificaţie 
        minimã 

Fig. 67 Corelograma unei serii de timp 
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şi deoarece  

( ) ( ) 11 pVEVP nn ===  

    

în care 10 , pp  sunt probabilitãtile stabile ale matricii MPT: 

 

( ) h

V pphC 111 ×=  

şi 

( ) h

V phR 11=  

 

 Corelograma unui astfel de proces markovian corespunde puterilor 

probabilitãtilor de tranzitie 11p  şi în general, pentru orice lanţ markov va fi o 

functie simplã de ( )hMPT . 

 Dacã se calculeazã corelograma uni proces aleator "pur" în care 

( ) 0=nVE , atunci ( ) 0=hRV  pentru ,...3,2,1=h  având un singur maxim de 

( ) 1=hRV  pentru 0=h . Acest lucru este în acord cu definitia unui proces 

aleator în care se presupune cã nu existã corelaţii între nV  şi hnV +  pentru orice 

n  şi orice h  diferit de zero. 

 

 

c)Coeficientul de intercorelaţie 

  

Coeficie

ntul de 

intercorelaţie 

este utilizat 

pentru 

evaluarea 

intensitãtii 

corelaţiei dintre 

douã serii de 

t 

U, V 

0 

U 

V 

Fig. 68 Variaţia în “timp” a douã caracteristici 
geologice cu comportament aleator 
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timp ce mãsoarã variatia a douã variabile disticte VU ,  (ex.: U =precipitatiile, 

V =cota nivelului piezometric al unui acviferului freatic); U =porozitatea, 

V =valoarea PS-ului corespunzãtor înregistrat într-un carotaj etc.) (Fig. 68). 

 

 

 

 

Relaţia de calcul pentru coeficientul de intercorelaţie este: 

 

         ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ ∑

∑ ∑ ∑

++

−

=

−

=

−

= ++

−−−−

−−
=

2222

1 1 1

hihiii

hN

i

hN

i

hN

i hiihii

UV

UUhNvvhN

UVUVhN
hr   

 (III.220) 

 

 Domeniul de variatie şi semnificatia coeficientului de intercorelaţie sunt 

analoage cu cele ale coeficientului de autocorelaţie. Referindu-se la douã 

variabile ( )0UVR  este identic cu coeficientul lui Pearson şi numai în cazul unei 

corelaţii liniare perfecte între U  şi V  va avea valoarea unitarã, pozitivã sau 

negativã dupã cum corelaţia este directã respectiv inversã. 

 Corelograma coeficientului de intercorelaţie este utilizatã în scopul 

identificãrii periodicitãtii seriilor de timp multivariate, a decalajelor cu 

semnificatie statisticã pentru cupluri de douã variabile. 

 Prin analiza corelaţiei dintre variatia precipitatiilor şi a nivelului 

piezometric din acviferele freatice se poate evalua, spre exemplu, cu ajutorul 

coeficientului de intercorelaţie, durata de tranzit a apei prin zona de aerare şi 

implicit vulnerabilitatea la poluare a acviferelor. 

 

*** 

 

 Atât pentru coeficientul de autocorelaţie cât şi pentru cel de 

intercorelaţie seriile de timp sunt presupuse lineare şi stationare. Dacã aceste 

condiţii nu sunt îndeplinite, evaluarea corelaţiilor temporare presupune o 

preprocesare care sã realizeze: 
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a ) linearizarea datelor (prin logaritmare, ridicare la putere, extragerea 

rãdacinii de un ordin oarecare) sau separarea datelor într-un numãr oarecare 

de subdomenii pe care sã se comporte linear; 

b) eliminarea tendintelor neperiodice care mascheazã componentele ciclice 

ale seriilor de timp. Aceastã operatiune se realizeazã prin identificarea 

modelului analitic al tendintei şi eliminarea ei din datele brute. Evaluarea 

coeficienţilor se opereazã asupra valorilor "reziduale" (M.Tertisco et.al., 1985). 
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3.2. Factorizarea corelaţiilor 

 

 Rezultatã din complexitatea proceselor ecologice, necesitatea 
identificãrii factorilor principali care determinã evolutia fenomenelor este 
obiectivul final al descrierii multivariate a proceselor ecologice. Unul din cele 
mai adaptate instrumente pentru soluţionarea acestei probleme este analiza 
factorialã. 
 Analiza factorialã a fost privitã în general ca o metodã misterioasã de o 
mare complexitate. O parte din misterul care o înconjoarã provine din bogata 
terminologie utilizatã. Analiza factorialã a fost dezvoltatã de psihologii 
experimentalisti în anii 1930-1940 şi mare parte din terminologie are 
semnificatie numai în contextul acestui domeniu. 
 Obiectivul original al analizei factoriale a fost sã dea un sistem corect 
de evaluare a inteligentei prin corelarea punctajelor obtinute din diferite teste 
relative la abilitatea mentalã. Este în general acceptat faptul cã punctajul dintr-
un singur test nu poate da o mãsurã realã a inteligentei unei persoane. O 
persoanã bine înzestratã intelectual va obţine rezultate mai bune la 
majoritatea testelor de inteligentã decât o persoanã consideratã inferioarã 
mental. Diferentele la testele specifice nu reflectã diferentele mentale ci de 
educatie, culturã generalã şi circumstantiale, legate de condiţiile în care se 
desfãsoarã testele. Psihologii au considerat analiza factorialã capabilã sã 
extragã coeficientul corect de evaluare a inteligentei din rezultatele tuturor 
testelor chiar dacã nici unul dintre aceste teste, individual, nu este capabil sã 
o facã corect. 
 Aplicatã în cercetãri biologice şi geologice analiza factorialã studiazã 
relatiile dintre un numãr mare de variabile mãsurabile, cu scopul evidentierii 
unor noi variabile, teoretice, numite factori. 
 Aceste noi variabile (=teoretice =factori) sunt într-un numãr mai mic 
decât variabilele mãsurabile şi sunt în acelaşi timp functii lineare de variabilele 
mãsurabile. 
 Noile variabile sunt astfel stabilite încât sã explice într-un procent cât 
mai mare varianta variabilelor originale. Se cautã prin analiza factorialã 
gãsirea unui numãr cât mai mic de factori (=variabile teoretice) care sã 
exprime variabilitatea observatã pin intermediul valorilor mãsurate. 
 Variabilitatea rezidualã, rãmasã neexprimatã este o pierdere de 
informatie compensatã prin numãrul redus de variabile teoretice cu care se 
opereazã în continuare pentru modelarea procesului studiat. 
 Variabilele teoretice (=factorii) vor putea reflecta fenomene naturale 
care sunt la originea variabilitãtii observate şi astfel se vor putea interpreta 
într-o opticã naturalistã rezultatele calculelor cantitative. 
 Fundamentate pe aceleaşi principii, factorizarea corelaţiilor sistemelor 
multivariate poate fi abordatã prin trei variante ale analizei factoriale: analiza 
în componenţi principali, analiza factorialã R-MOD şi analiza factorialã Q-
MOD. 
 Separarea tipurilor de sedimente pe baza variabilitãtii compozitiei 
granulometrice şi identificarea fractiunilor caracteristice diferitelor tipuri de 



75/124 
 

sedimente pot fi realizate prin aplicarea analizei componentilor principali. 
Dacã se studiazã un corp plutonic, pentru stabilirea numãrului factorilor care 
condiţioneazã distributia elementelor chimice şi mineralelor se utilizeazã 
analiza factorialã R-MOD. Gruparea taxonomicã a unui lot de esantioane 
prelevate din diferite tipuri de roci (ex.: sienit, monzonit, diorit, quartit, gabrou, 
norit, diabaz) pe baza oxizilor continuti (ex.: SiO2, Al2O3, Fe2O3, FeO, MgO, 
CaO, Na2O, K2O)  se poate realiza printr-o analizã factorialã Q-MOD. 
 Toate variantele analizei factoriale  vor fi luate în studiu în acest capitol, 
punctul de plecare fiind obligatoriu analiza în componenti principali. 
 
 Obiectivul operational al analizei factoriale este interpretarea structurii 
matricilor de varianţã-covarianţã pentru un ansamblu multivariat de date. 
Tehnica utilizatã este extragerea valorilor proprii şi a vectorilor proprii din 
aceste matrici care exprimã sintetic ansamblul de relatii dintre variabilele 
mãsurate. 
 
 

3.2.1. Valori proprii şi vectori proprii 

 
 Determinarea valorilor proprii şi vectorilor proprii este privitã ca fiind 
cea mai dificilã operatie în algebra matricialã. Dificultatea nu constã în metoda 
de calcul, care nu este mai dificilã decât alte procedee matematice, ci în 
perceperea semnificatiei acestor instrumente în mod intuitiv. 
 Pentru o clarã percepere a acestor semnificatii vom utiliza o 
interpretare geometricã deosebit de clarã aplicabilã matricei coordonatelor a 
douã puncte plasate într-un spatiu bidimensional şi vom interpreta valorile 
propprii, vectorii proprii şi functiile asociate ca proprietãti geometrice ale 
aranjamentului acestor puncte.  
 Aceastã abordare ne limiteazã la matrici mici (2X2) dar rezultatele 
obtinute pot fi extrapolate la sisteme mai mari chiar dacã calculul manual 
devine impracticabil. Trebuie notat cu acest prilej cã suntem într-un domeniu 
în care puterea de calcul chiar a celor mai moderne calculatoare deseori este 
inadecvatã pentru soluţionarea problemelor reale. 
 
a) Valori proprii 
 Considerãm sistemul matricial ipotetic: 
 
  [ ][ ] [ ]XXA λ=         
 (III.258) 
 
care formal este similar cu  
 
    [ ][ ] [ ]BXA =  în care [ ] [ ]XB λ=      
 (III.259) 
 
 Ecuaţia poate fi rescrisã sub forma: 
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           [ ] [ ]( )[ ] [ ]OXIA =− λ        
 (III.260) 
 
în care I  este matricea identitate. 
 Pentru matrici [2X2], ecuaţia matricialã (III.260) poate fi scrisã sub 
forma sistemului: 
 

    
( )

( )



=−+

=+−

0

0

222121

212111

XAXA

XAXA

λ

λ
    

 (III.261) 
 
 Presupunând cã sistemul are şi alte soluţii decât cea banalã 

021 == XX  atunci trebuie ca: 

0det =∗− IA λ      

 (III.262) 
 
care prin dezvoltare devine ecuaţia: 
 
      ( ) 0122122112211

2

2 =−++− AAAAAA λλ    
 (III.263) 
 
cu douã soluţii reale în cazul unei matrici A  simetrice. 
Aplicatie. Pentru douã puncte ( )8,41P  şi ( )4,82P  matricea coordonatelor este: 
 









=

48

84
A  

                      
iar matricea  pentru calculul valorilor proprii 

                   








−

−
=

λ

λ

48

84
A  

 
 Soluţiile ecuaţiei de gradul doi care rezultã prin dezvoltarea 
determinantului sunt:  
 

41 −=λ  şi 122 =λ  
 
 Punctele 1P  şi 2P  pot fi imaginate ca fiind plasate pe conturul unei 
elipse al cãrei centru este plasat în centrul sistemului de referintã. Elipsa este 
ca o anvelopã care cuprinde ambele puncte iar valorile proprii pot fi 
interpretate ca semiaxele elipsei. Raportul axelor poate fi o expresie numericã 
a gradului de împrãstiere a punctelor. Cu cât punctele sunt mai apropiate, 
lungimea axelor diferã mai mult şi elipsa tinde spre o dreaptã. Dacã cele douã 
puncte se aflã pe doi vectori perpendiculari elipsa devine cerc. 
 Ca exemplificare se calculeazã valorile proprii pentru matricile 
coordonatelor a douã puncte situate pe douã axe care fac un unghi de: a) 
90o; b) 45o; c) 30o; d) 0o (Fig. 69). 



77/124 
 

 

  ;
2

1










P

P
   a) 







−

48

84
     b) 









48

84
     c) 









68

86
       d) 










84

84
 

             
  a)   b)   c)   d) 
          95,81 =λ                        121 =λ                  141 =λ    

        121 =λ  

          95,82 −=λ                     42 =λ                    22 −=λ                        02 =λ  

 

 Ca regulã de verificare a corectitudinii calculului valorilor proprii se 
retine cã suma valorilor proprii este egalã cu urma matricii initiale (suma 
valorilor de pe diagonala principalã). 
 Valorile proprii reprezintã lungimile celor douã semiaxe ale elipsei pe 
care sunt plasate cele douã puncte sau, generalizând, la "n" dimensiuni, "n" 
semiaxe ale elipsoidului care înglobeazã toate punctele într-un spatiu cu "n" 
dimensiuni. 
 
b) Vectori proprii 
 Revenind la ecuaţia [ ] [ ]( )[ ] [ ]OXIA =− λ , dacã dupã calculul valorilor 
proprii acestea sunt utilizate pentru calculul soluţiei nebanale, se obţin vectorii 
proprii ai matricii iniţiale. 
 Pentru matricea  [2X2]  dezvoltând ecuaţia (III.260) se obţine:  
 

                  







=








×








−

−

0

0

2

1

2221

1211

X

X

AA

AA

λ

λ
      

 (III.264) 
 
 Vectorul [ ]21, XX  se numeste vector propriu (=caracteristicã proprie 
=caracteristicã latentã =vector principal) asociat valorii proprii. 
 Pentru a concluziona relativ la partea operationalã, trebuie mentionat 
cã pentru a afla vectorii proprii şi valorile proprii ale unei matrici [ ]nn×  trebuie 
sã-i gãsim determinantul, rãdãcinile ecuaţiei polinomiale caracteristice şi sã 
soluţionãm un set de n  ecuaţii cu n  necunoscute. 
Aplicatie. Revenind pentru interpretare la matricea  
 

Fig. 69 Semnificaţia geometricã a valorilor proprii şi vectorilor proprii 
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     







=

48

84
A  

 
ecuaţia de calcul pentru vectorul propriu al valorii proprii 121 =λ  este: 
 









=








×








−

−

0

0

1248

8124

2

1

X

X
 

   
cu soluţia  









=









1

1

2

1

X

X
 

    
 Pentru ecuaţie existã o infinitate de vectori proprii pentru cã sistemul 
este satisfãcut de 

               







×=









1

1

2

1 β
X

X
 

 
unde β  este o constantã oarecare. Practic este insuficient sã ne limitãm la 

1=β  deoarece, aşa cum se va vedea, suntem interesaţi de valorile 
rapoartelor dintre elementele vectorului care nu se schimbã prin multiplicare 
cu o constantã. 
 Pentru cea de-a doua valoare proprie 42 −=λ , soluţia pentru al doilea 
vector propriu este: 

              






−
×=









1

1

2

1 β
X

X
 

 
 Revenind la figura 69, vectorii proprii pot fi interpretati ca pantele celor 
douã axe ale elipsei. Primul vector propriu defineste bisectoarea unghiului 
determinat de cele douã puncte şi centrul elipsei şi a cãrei lungime este egalã 
cu prima valoare proprie ( 121 =λ ), iar ce-l de-al doilea vector propriu defineşte 
axa ortogonalã cu prima. 
 De retinut cã matricile simetrice au toate valori proprii reale iar vectorii 
proprii corespondenti sunt ortogonali. 
 
 

3.2.2.Standardizarea 

 
 Analiza factorialã este deseori confruntatã cu interpretarea unei matrici 
de varianţã-covarianţã obtinutã dintr-o colectie de caracteristici geologice 
exprimate în unitãti de mãsurã diferite. 
 Valorile exprimate în unitãti de mãsurã diferite nu pot fi comparate 
direct necesitând o transformare a datelor originale prin standardizare. 
 Standardizarea se realizeazã prin extragerea din fiecare valoare 
originalã a valorii medii a variabilei şi divizarea diferentei prin abaterea 
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standard. Se obţine astfel un nou set de valori cu media zero şi dispersia unu 
. 
 Standardizarea permite compararea variabilelor exprimate în unitãti de 
mãsurã diferite, altfel spus permite compararea "merelor" cu "perele". 
 Dacã se opereazã cu matricea de corelaţie a variabilelor studiate, cum 
este cazul în analiza factorialã Q-MOD sau R-MOD, nu este necesar sã se 
standardizeze valorile pentru cã de fapt matricea de corelaţie este matricea 
de varianţã-covarianţã a datelor standardizate. 
 Standardizarea poate avea o influentã determinantã asupra structurii 
matricii de variantã-covariantã şi în consecintã asupra rezultatelor analizei 
factoriale dacã amplitudinile de selectie ale variabilelor diferã semnificativ şi 
distributiile sunt puternic asimetrice. Când unitãtile de mãsurã nu diferã se 
recomandã din acest evitarea standardizãrii. 
 Pentru ilustrarea efectului standardizãrii sã considerãm reprezentãrile 
grafice ale datelor brute (Fig. 70) şi ale celor standardizate (Fig. 71) pentru 
care au fost calculate separat matricile de covariantã, valorile proprii şi vectorii 
proprii. 
 Efectul standardizãrii este extinderea ambelor variabile pe acelaşi 
interval valoric cu modificarea raportului de împrãstiere a valorilor pe cele 
douã axe şi rotirea axelor principale cu 45o (cu 45o pentru toate matricile 
binare şi cu valori diferite în cazul matricilor mai mari). 
  De asemenea, se remarcã o reducere slabã a variantei de-a 
lungul primului vector propriu (de la 96% la 93%), reducere care se 
accentueazã proportional cu diferenta dintre domeniile de variatie ale 
variabilelor originale. 
 
 
Tabelul III.32 Elementele de standardizare 

Valori nestandardizate Valori standardizate 
MEDIA 

( ) 51 =Xm  ( ) 01 =XSm  

( ) 102 =Xm  ( ) 02 =XSm  
VARIANŢA 

( ) 08,61

2 =Xs  

( ) 54,272

2 =Xs  

( ) 11

2 =XSs  

( ) 12

2 =XSs  
MATRICE DE COVARIANŢÃ MATRICE DE CORELAŢIE 









=

54,2708,11

08,1108,6
cov  








=

00,186,0

86,000,1
R  

VALORI PROPRII 
23,321 =λ ( )%96  86,11 =λ ( )%93  

39,12 =λ ( )%4  14,02 =λ ( )%7  
VECTORI PROPRII 

[ ]92,0;39,01V  [ ]707,0;707,01V  

[ ]39,0;92,02 −V  [ ]707,0;707,02 −V  
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3.2.3.Analiza în componenţi principali 

 
 Analiza în componenti principali constã în transformarea liniarã a m  
variabile mãsurabile  corelate, în n  variabile teoretice care sunt combinatii 
linerare ale celor vechi. Fiecare nouã variabilã este astfel creatã încât sã 
înglobeze cât mai mult din varianta totalã a datelor originale. 
 Componentii principali nu sunt altceva decât vectorii proprii ai matricii 
de varianţã-covarianţã. În calcule nu este implicatã nici o ipotezã probabilistã 
sau testare astfel încât A.C.P., strict vorbind, este doar o prelucrare 
matematicã şi nu o procedurã statisticã. Utilitatea A.C.P. este apreciatã dupã 
performante şi nu dupã consideratii teoretice. 
 
 

a)Metodologia de lucru 

 
 Presupunând cã dispunem de o colectie de 25 de exemplare de 
brahiopode şi mãsurãm pentru fiecare exemplar lungimea 1X  şi lãtimea 2X  
(tabelul III.32) matricea de varianţã-covarianţã obţinutã prin calcul este 
 









=

10,2460,15

60,153,20
cov  

 
 Reprezentând grafic aceastã matrice, considerând-o ca fiind alcãtuitã 
din coordonatele a douã puncte cu abscisele pe prima linie şi cu ordonatele 
pe a doua, se obţine o reprezentare vectorialã care exprimã grafic corelaţia 
dintre cele douã variabile 1X  şi 2X  (Fig. 72 şi 73). 
 Calculul vectorilor proprii şi al valorilor proprii conduc la obţinerea 
elementelor elipsei ce înglobeazã toate cele 20 de puncte din tabelul III.32: 

[ ]75,0;66,0=VectorI , [ ]66,0;75,0 −=VectorII  cu 9,37=Iλ şi 5,6=IIλ (Fig. 74).  

0 5 10 15 20
0

5

10

15

20

Fig. 70 Reprezentarea graficã 
a datelor nestandardizate 

1 2 

-1 

-2 

-1 -2 

1 

2 

Fig. 71 Reprezentarea graficã a 
datelor standardizate 
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Tabelul III.32 Elemente ale analizei în 
componenti principali 

VALORILE 
SELECTIEI 

VALORILE 
FACTORIZATE 

DATELE 
ORDONATE 

Nr. 
1X  2X  1Y  2Y  1X  2X  

1 3 2 3.49 0.92 3 2 
2 4 10 10.14 -3.64 4 2 
3 6 5 7.72 1.18 6 5 
4 6 8 9.97 -0.81 6 5 
5 6 10 11.46 -2.14 6 6 
6 7 2 6.14 3.91 7 7 
7 7 13 14.37 -3.38 7 7 
8 8 9 12.04 3.32 8 8 
9 9 5 9.71 3.42 9 8 
10 9 8 11.96 1.43 9 9 
11 9 14 16.45 -2.45 9 10 
12 10 7 11.87 2.84 10 10 
13 11 12 16.28 0.28 11 10 
14 12 10 15.44 2.35 12 11 
15 12 11 16.19 1.69 12 12 
16 13 16 13.11 5.75 13 13 
17 13 14 19.1 0.45 13 13 
18 13 15 19.85 -0.22 13 13 
19 13 17 21.35 -1.54 13 14 
20 14 7 14.52 5.84 14 14 
21 15 13 19.68 2.6 15 15 
22 17 13 21 4.1 17 17 
23 17 17 24 1.45 17 17 
24 18 19 26.16 0.87 18 19 
25 20 20 28.23 1.7 20 20 

 
Se poate defini varianţa totalã a setului de date ca sumã a varianţelor 

individuale şi deoarece valorile acestor varianţe se aflã pe diagonala 
principalã a matricii de varianţã-covarianţã ea va fi numeric egalã cu urma 
acestei matrici şi implicit cu suma valorilor proprii ale matricii: 
 Varianţa totalã = 20,3 + 24,1 = 44,4 
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La aceastã varianţã totalã variabila 1X  contribuie cu 20,3/44,4 = 46% 

iar 1X  cu 24,1/44,4 = 54%. 
 Varianţa totalã fiind egalã cu suma valorilor proprii ale matricii de 
varianţã-covarianţã rezultã cã axele elipsei ce înglobeazã toate perechile 
( ii YX , ) reprezintã varianţa totalã, iar fiecare axã exprimã o anumitã parte din 
ea. Pentru matricea utilizatã, axa principalã reprezintã 37,9/44,4 = 86% din 
varianţa totalã în timp ce a doua axã, corespunzãtoare celei de-a doua valori 
proprii  ( 5,62 =λ ) 6,5/44,4 = 14%. 
 Astfel spus, dacã mãsurãm varianţa setului de date de-a lungul primei 
axe principale putem reprezenta 86% din totalul varianţei totale. Este evident 
cã cel putin una din axele principale va fi mai eficientã în exprimarea varianţei 
decât oricare din axele originale şi implicit, printre celelalte axe principale se 
va gãsi una mai puţin eficientã decât oricare din axele originale. 
 Dacã se realizeazã  transformãrile liniare de forma: 
 

20 

30 

10 

10 

20 

Var X1 

Cov X1 

C
ov

 X
2 

V
ar

 X
2 

30 0 

Fig. 72 & 73 Reprezentarea graficã a matricii de varianţã-covarianţã 

Fig. 74 Elipsa definitã de varianţa şi covarianţa datelor din tabelul III.32 
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   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iXViXViYiXViXViY 22212122121111 +=+=  
 
în care 22211211 ,,, VVVV  sunt elementele celor doi vectori proprii, se creazã douã 
noi variabile factorizate: 1Y  care reprezintã  37,9/44,4 = 86% şi 2Y  numai 
6,5/44,4 = 14% din varianţa totalã (Tabelul III.32) 
 Deoarece noile variabile proprii 1Y  şi 2Y  sunt mãsurate de-a lungul 
celor doi vectori, ortogonali, corelaţia dintre ele va fi zero. 
 Componentele vectorilor proprii ( 22211211 ,,, VVVV ), coeficienţii numerici ai 
ecuaţiilor liniare de generare a noilor variabile sunt  ponderile fiecãrei variabile 
pe un anumit factor  (ex.: 11V  este ponderea variabilei  1X  pe "factorul"  1Y ). 
 Dacã este obligatoriu din considerente de eficientã a prelucrãrii datelor 
sã reducem sistemul nostru la numai o variabilã: dacã renuntãm la una din 
variabilele originale 1X  sau 2X  pierdem 46% sau 56% din varianţa totalã. 
Dacã convertim variabilele originale prin proiectarea pe axele componentilor 
principali, operând cu 1Y  pãstrãm 86% din varianţa totalã pierzând doar 14%. 
 
 

b)Influenta covariantei asupra A.C.P. 

 
 Eficienţa repartizãrii varianţei totale pe un numãr de factori mai mic 
decât cel al variabilelor originale este determinatã de intensitatea corelaţiei 
dintre ele.  
 Pentru exemplificare, în setul de date brute se realizeazã o ordonare şi 
o randomizare a valorilor (Tabelul III.32). Se obţin douã noi serii de 20 de 
perechi de valori fiecare cu aceeaşi varianţã dar cu covarianţe diferite. 
 Reprezentãrile grafice ale celor douã serii de valori ilustreazã în raport 
cu seria iniţialã a valorilor cresterea corelaţiei în cazul ordonãrii şi reducerea 
ei în cazul randomizãrii (Fig. 75 şi 76). 
 
      

R
ez
ult
ate
le 
cal
cul
ulu
i 
pe
ntr
u 
cel
e douã noi seturi de date conduc la urmãtoarele rezultate: 
 

VALORI ORDONATE VALORI RANDOMIZATE 

X1 

X2 

X1 

X2 

Fig. 75 Datele ordonate Fig. 76 Datele randomizate 
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







=

1,249,21

9,213,20
cov  









−

−
=

1,2405,0

05,03,20
cov  

VALORI PROPRII 
( )%992,441 =λ  ( )%7,543,241 =λ  

( )%12,02 =λ  ( )%3,451,202 =λ  
VECTORI PROPRII 

[ ]74,0;68,01 =V  [ ]98,0;22,01 −=V  

[ ]68,0;74,02 −=V  [ ]22,0;98,02 =V  
 

Reprezentãrile grafice sunt sugestive pentru ilustrarea eficientei cu 
care componentii principali pot exprima varianţa în cele douã cazuri (fig. 77 şi 
78). 

 
  

În cazul valorilor ordonate (Fig. 77), axa principalã poate exprima 99% 
din varianţa totalã, cea de-a doua fiind asa de scurtã încât practic este 
imposibil de reprezentat grafic. Dacã renuntãm la ceastã a doua componentã 
pierderea de varianţã a datelor originale este foarte micã. 
 Se poate reduce deci dimensionalitatea setului de date originale de la 
doi la unu prin proiectarea pe prima axã principalã cu o pierdere de varianţã 
totalã de 1%, utilizând relaţia: ( ) ( ) ( )iXViXViY 2121111 += . 
 In cazul valorilor randomizate (Fig. 78), cele douã valori proprii sunt 
practic identice, elipsa devenind cerc. Nici una din axele principale, în aceste 
condiţii, nu va capta mai bine varianţa totalã în comparatie cu variabilele 
originale. În aceastã situatie A.C.P. nu îşi gãseste utilitatea şi factorizarea 
corelaţiei nu îşi are obiect, corelaţia lipsind între variabile. 
 
 

c)Aplicatie 

 

20 

30 

10 

10 

20 

30 0 
X1 

X2 

I 

30 

30 

I 

II 

Vector 2 

Vector 1 

Fig. 77 “Elipsa” valorilor ordonate  Fig. 78 “Cercul” valorilor randomizate 
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Aplicarea analizei în componenti principali este exemplificatã prin 
separarea tipurilor de sedimente pe baza analizelor granulometrice realizate 
pe 50 de probe recoltate din cinci domenii distincte (I, II, II, IV, V) pentru care 
s-au determinat şapte fractiuni granulometrice ( 7654321 ,,,,,, xxxxxxx ). 
 Calculul matricii de varianţã-covariantţã se face pe date originale, 
nestandardizate deoarece toate sunt mãsurate în aceleaşi unitãti de mãsurã. 
 Deoarece matricea de covariantã este supradeterminatã (suma tuturor 
fractiunilor granulometrice este 100), una din valorile proprii teoretic trebuie sã 
fie nulã. Practic ea va fi foarte micã şi nu nulã deoarece nu în toate probele 
suma fractiunilor componente dau 100 din cauza erorilor de determinare.  
  

Tabelul III.33 Matricea de varianţã-covarianţã a celor 7 fracţiuni 

1x  2x  3x  4x  5x  6x  7x  

1x  4,8443      

2x  -2,6234 468,848     

3x  -0,0011 81,3941 353,1255    

4x  -1,5449 -200,2109 -84,6165 130,2741   

5x  -0,5972 -84,2597 -73,0435 44,7616 30,4350  

6x  -0,3805 -71,2097 -65,5433 34,9927 23,7565 22,4189 

7x  -0,0222 -57,8578 -56,1533 23,9136 19,3907 17,967 

 
Tabelul III.34 Valorile proprii ale matricii de varianţã-
covarianţã 
Vector Valoare proprie Varianţã totalã Varianţã totalã 

cumulatã % 
I 659,7759 64,18 64,19 
II 318,4384 30,98 95,17 
III 35,1959 3,42 98,59 
IV 6,7528 0,66 99,25 
V 3,8193 0,37 99,62 
VI 2,3763 0,23 99,85 
VII 1,5540 0,15 100,00 

 
Tabelul III.35 Vectori proprii 
Var I II III IV V VI VII 

1x  -0,0019 0,0039 -0,0689 -0,5829 0,7554 0,2793 0,0818 

2x  0,7710 -0,4777 0,3194 0,1885 0,1169 0,1581 0,0326 

3x  0,4167 0,8647 0,0531 0,2119 0,1123 0,1294 0,0421 

4x  -0,3907 0,0761 0,8844 0,0704 0,0490 0,2280 0,0028 

5x  -0,1895 -0,0794 -0,0775 0,6308 0,6255 -0,3240 -0,2401 

6x  -0,1618 -0,0813 -0,1629 0,3330 0,0526 0,2510 0,8723 

7x  -0,1308 -0,0735 -0,2750 0,2570 -0,0815 0,8107 -0,4146 

Pe baza elementelor calculate în tabelele III.33, III.34, III.35 se deduc 
elemetele necesare interpretãrii. 
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 Primii doi componenţi principali acumuleazã 95,17% din varianţa totalã, 
încãrcarea principalã aparţinând fracţiunii fine şi foarte fine (factorul I: ( 2x ), 
( 3x ) şi ( 4x ); factorul II: ( 2x ) şi ( 3x )). 

Diferenţa dintre cele cinci medii de sedimentare poate fi complet 
descrisã prin numai doi factori principali. Prin reprezentarea variabilelor 
transformate în sistemul de referinţã al factorilor I şi II separarea lor este 
evidentã (Fig. 79). 

 
 

Relaţiile de transformare sunt: 
1)pentru factorul I: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iXiXiXiXiXiXiXiYI 7654321 1308,01618,01895,03907,04167,07710,00019,0 −−−−++−=

2)pentru factorul II: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iXiXiXiXiXiXiXiYII 7654321 0735,00813,00794,00761,08647,04777,00039,0 −−−++−−=

  
 

Eficienţa celor doi 
factori poate fi comparatã 
cu puterea de separare a 
tipurilor de sedimente pe 
baza medianei şi gradului 
de sortare (Fig. 80) sau a 
procentajului de nisip şi 
raportului dintre nisip fin şi 
nisip foarte fin (Fig. 81).  
 Fiecare din aceste 
diagrame sunt aproximativ 
la fel de eficiente în 
separarea tipurilor de 
sedimente. 
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Fig. 79 Reprezentarea valorilor funcţie de factorii I, II 
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Fig. 80 Separarea funcţie de medianã 
(OX) şi gradul de sortare (OY) 
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Avantajul A.C.P este implicatã de faptul cã din analiza încãrcãrilor 
factorilor pentru fiecare variabilã se poate concluziona cã sedimentele 
analizate pot fi considerate o mixturã de material nisipos şi silt argilos. 
Aceastã observatie sugereazã nu numai un alt mod de a privi sedimentele dar 
indicã şi o posibilitate de reducere a fractiunilor granulometrice la trei, 
suficiente pentru a permite separarea clarã a celor cinci tipuri de sedimente. 
   

 
 

 
Analiza în 

componenţi principali 
poate fi utilizatã în acest 
mod pentru testarea 
eficientei relative în 
separarea tipurilor de 
sedimente şi a altor 
coeficienţi sau parametri 
statistici (ex.: media, 
mediana, coeficientul de 
sortare).  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

3.2.4. Analiza factorialã R-MOD 

 
 În analiza factorialã  R-MOD (R este simbolul matematic al matricii de 
corelaţie) relatiile dintre m  variabile mãsurabile sunt privite ca o reflectare a 
corelaţiei acestora cu p  factori necorelaţi. Presupunerea uzualã este cã 

mp < .  
 Rezultã cã varianţa totalã are douã componente: una determinatã de 
p  factori comuni şi alta individualã/specificã fiecãrei variabile. 

 Modelul matematic poate fi exprimat sub forma: 

Fig. 81 Separarea tipurilor de sedimente funcţie 
de conţinutul în nisip (OX) şi raportul nisip 

fin/nisip foarte fin (OY) 
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                           jr

p

r

jrj flX ε+=∑
=1

    

 (III.264) 
în care: 
 rf  - factorul comun;  
 p  - numãrul de factori;  
 jrl  - încãrcarea factorului r  pe variabila j ;  

jε  - variaţia aleatoare specificã variabilei jX ; 

  
Presupunând o distributie normalã multivariatã a variabilelor jX , varianţa şi 

covarianţa formeazã o matrice [ ]mm×  ale cãrei elemente diagonale sunt de 
forma: 

                j

p

r

jrjr ls εvar
1

22 +=∑
=

    

 (III.265) 
iar restul elementelor de forma: 

     ∑
=

=
p

r

krjrjk ll
1

cov     

 (III.266) 
 Dacã notãm matricea varianţã-covarianţã cu 2

s , cu L matricea [ ]pm×  
a încãrcãrilor factoriale şi cu ( )[ ]

jεvar  matricea diagonalã [ ]mm×  cu variantele 

aleatoare specifice fiecãrei variabile, avem relaţia: 
 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ]
j

T
LLs εvar2 +∗=     

 (III.267) 
 Produsul [ ] [ ]TLL ∗  conduce la o matrice [ ]mm×  cu p  valori proprii 
pozitive şi cu vectorii proprii asociaţi. Dacã mp = , matricea ( )[ ] 0var =jε  şi 

problema este echivalentã cu Analiza în Componenţi Principali. 
 Analiza Factorialã cere ca numãrul de factori sã fie mai mic decât 
numãrul de variabile şi sã fie cunoscut înainte de începerea analizei. Acest 
lucru presupune deţinerea unor informaţii suplimentare faţã de datele 
numerice ce vor fi prelucrate şi din care sã rezulte numãrul de factori ce 
trebuie extraşi. Dacã p  nu este cunoscut, împãrtirea variantei între factorii 
comuni şi factorii specifici poate fi rezolvatã într-un numãr practic nelimitat de 
variante. 
 
 

a)Diferenta operationalã dintre A.C.P. şi A.F.R.-MOD 

 
  Calculul valorilor proprii şi vectorilor proprii în analiza factorialã R-MOD 
se face plecând de la matricea de corelaţie. Acest lucru implicã transformarea 
componentelor principale ale vectorilor în factori. 
 Vectorii proprii obtinuti din matricea de corelaţie sunt normalizati (adicã 
suma ponderilor este unitarã) şi pentru a putea realiza analiza factorialã 
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trebuie convertitã valorea unitarã a vectorului într-o valoare a cãrei lungime sã 
reprezinte valoarea proprie corespunzãtoare. Acest lucru se face prin 
multiplicarea fiecãrei componente a vectorului propriu normalizat cu rãdãcina 
pãtratã a valorii proprii corespunzãtoare. Rezultatul este un factor, adicã un 
vector care este ponderat proportional cu mãrimea varianţei totale pe care o 
reprezintã. 
 Pentru matricea de corelaţie: 
 

    







=

00,186,0

86,000,1
COV  

 
cu valorile şi vectorii proprii: 
 
  86,11 =λ  şi [ ]707,0707,01 =V     

14,02 =λ  şi [ ]707,0707,01 −=V  
 
factorii ce înglobeazã varianţa ansamblului sunt: 
 









=









×

×
=

964,0

964,0

86,1707,0

86,1707,0
1FACTOR  








−
=









∗

∗−
=

264,0

264,0

14,0707,0

14,0707,0
2FACTOR  

             
 Verificarea corectitudinii convertirii vectorilor proprii standardizati în 
factori se face prin însumarea pãtratelor ponderilor factoriale care trebuie sã 
fie egale cu valorile proprii: 
    0,9642 + 0,9642 = 1,86        şi          (-0,264) 2 + 0,2642 = 0,14 
 Primul factor reprezintã  1,86/2,00=93%  din varianţa totalã a 
variabilelor originale. Din aceastã varianţã 0,9642/1,86=50% este ponderea 
variabilei 1 şi 0,9642/1,86=50%  este ponderea variabilei 2. 
 Al doilea factor reprezintã 0,14/2,0=7% din varianţa totalã a datelor cu  
(-0,264)2/0,14=50%  pondere pentru prima variabilã şi 0,2642/0,14=50% 
pentru a doua. 
 Cei doi factori redau 100% din varianţa totalã iar scrierea matricialã 
utilizatã pentru exprimarea ponderilor factoriale este: 
                                                                FACTORI    
                                                                  I          II 

      VARIABILE: 








264,0964,0

264,0964,0

2

1
 

                   
 Prin însumarea pãtratelor ponderilor factoriale pentru fiecare variabilã 
se obţine mãrimea totalã a varianţei retinutã de factori care poartã numele de  
comunalitate. Pentru matricea [ ]22×  luatã ca exemplu, comunalitãtile pentru 
ambele variabile sunt unitare: 
 Variabila 1: ( ) ( ) 1264,0964,0

22
1

2 =−+=h   

 Variabila 2: ( ) ( ) 1264,0964,0
22

2
2 =+=h  
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 Dacã numãrul factorilor extraşi coincide cu numãrul variabilelor, 
comunalitãtile sunt egale cu varianţa originalã şi pentru cã se lucreazã cu 
variabile standardizate ea va fi egalã cu unitatea. 
 Dacã se extrag mai putin de m  factori ( m  = nr. variabile) comunalitãtile 
vor fi subunitare şi vor fi un coeficient al eficientei setului de factori relativ la 
exprimarea varianţei setului original de date. Spre exemplu, dacã se retine 
numai primul factor comunalitãtile matricii factorilor sunt:   
 93,0964,0 2

1
2 ==h  pentru variabila 1;       

 93,0964,0 2
2

2 ==h  pentru variabila 2. 
 Mãrimea comunalitãtii este dependentã de numãrul de factori aleşi şi 
aceasta ridicã marile probleme ale analizei factoriale. 
 
 

b)Câti factori trebuie aleşi? 

 
 Problema alegerii factorilor nu are soluţie unicã fiind o problemã de 
optiune: 
a) psihologii experimentalisti extrag atâtia factori cât cere teoria accceptatã 
pentru studiul esantonului de date; 
b) se extrag atâtia factori cât pot fi reprezentati grafic (2 sau 3); 
c) se extrag toti factorii proprii care au valori proprii mai mari ca 1, adicã 
factorii care contin varianţe mai mari decât cele ale variabilelor standardizate. 
 Dacã pentru retinerea unei mari pãrti din varianţa totalã a sistemului 
este nevoie de multi factori, modelul analizei factoriale se considerã 
neadecvat analizei esantionului de date disponibil. 
 
 

c)Aplicatii 

 
 Un exemplu clasic pentru aplicarea analizei factoriale R-MOD este 
separarea a 25  prisme rectangulare (Tabelul III.35) dupã formã şi mãrime 
(cei doi factori) pe baza unui numãr de 7 variabile:  
 X1 = axa lungã; 
 X2 = axa intermediarã;  
 X3 = axa scurtã;  
 X4 = cea mai lungã diagonalã;  
 X5 = (raza sferei circumscrise)/(raza sferei înscrise)  
 X6 = (axa lungã +axa intermediarã)/(axa scurtã)  
 X7 = (aria totalã/volumul) 
 
În tabelele III.35b şi III.36 sunt prezentate matricea de corelaţie, valorile 
proprii şi matricea vectorilor proprii, pentru prelucrare şi interpretare fiind 
retinuti doar primii doi factori (corespunzãtori formei şi mãrimii) pentru care 
valorile proprii corespunzãtoare sunt supraunitare. 
 Etapele de prelucrare ale cãror rezultate intermediare sunt sintetizate 
în tabelele III.35, 36 şi 37 sunt:  
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Tabelul III.35 Dimensiunile a 25 de prisme generate aleator 
Nr.crt. X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

1 3,760 3,660 0,540 5,275 9,768 13,741 4,782 
2 9,840 9,270 1,510 13,604 9,017 12,668 1,745 
3 8,390 4,920 2,540 10,053 3,956 5,237 1,432 
4 4,940 4,380 1,030 6,678 6,494 9,059 2,807 
5 7,230 2,300 1,770 7,790 4,393 5,374 2,274 
6 9,460 7,310 1,040 11,999 11,579 16,182 2,415 
7 9,550 5,350 4,250 11,742 2,766 3,509 1,054 
8 4,940 4,520 4,500 8,067 1,793 2,103 1,292 
9 8,210 3,080 2,420 9,097 3,753 4,657 1,719 

10 9,410 6,440 5,110 12,495 2,446 3,103 0,914 
11 5,900 5,760 1,550 8,388 5,395 7,497 1,973 
12 1,660 1,610 1,570 2,799 1,783 2,087 3,716 
13 5,510 1,340 1,270 5,808 4,566 5,382 3,427 
14 4,690 3,010 2,170 5,983 2,760 3,554 2,013 
15 7,120 5,490 3,680 9,716 2,642 3,430 1,189 
16 8,590 2,980 1,170 9,170 7,851 9,909 2,616 
17 9,730 1,330 1,000 9,871 9,871 11,064 3,704 
18 9,640 9,490 1,030 13,567 13,133 18,519 2,354 
19 8,740 7,000 3,310 11,675 3,529 4,757 1,119 
20 3,270 0,620 0,440 3,357 7,629 8,838 8,389 
21 5,510 3,980 1,300 6,924 5,326 7,304 2,403 
22 9,030 7,080 2,590 11,762 4,539 6,217 1,276 
23 7,570 7,280 7,070 12,662 1,791 2,101 0,822 
24 6,220 6,140 4,520 9,842 2,175 2,732 1,089 
25 8,590 4,990 1,340 10,022 7,500 10,162 2,130 

 
Tabelul III.35b Matricea de corelaţie 
Variabilele X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

X1 1,000       
X2 0,580 1,000      
X3 0,201 0,364 1,000     
X4 0,911 0,834 0,439 1,000    
X5 0,283 0,166 -0,704 0,163 1,000   
X6 0,287 0,261 -0,681 0,202 0,990 1,000  
X7 -0,533 -0,609 -0,649 -0,676 0,427 0,357 1,000 

 
Tabelul III.36 Valorile proprii 

Vector Valoare proprie Varianţã totalã Var.cumulatã [%] 
I 3,3946 48,4949 48,4949 
II 2,805 40,0783 88,5731 
III 0,4373 6,2473 94,8204 
IV 0,2779 3,9707 98,7911 
V 0,0810 1,1565 99,9476 
VI 0,0034 0,0487 99,9963 
VII 0,0003 0,0037 100,0000 
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Tabelul III.37 Vectorii proprii 
Variabile I II III IV V VI VII 

X1 0,4053 -0,2929 -0,6674 0,0888 -0,2267 0,4098 -0,2782 
X2 0,4316 -0,2224 0,6980 -0,0338 -0,4366 0,1443 -0,2540 
X3 0,3854 0,3559 0,1477 0,6276 0,5121 0,1875 -0,1081 
X4 0,4939 -0,2323 -0,1186 0,2103 -0,1054 -0,5878 0,5359 
X5 -0,1277 -0,5751 0,0294 0,1108 0,3890 -0,4232 -0,5562 
X6 -0,0968 -0,5800 0,1743 -0,0061 0,3549 0,5003 0,4975 
X7 -0,4809 -0,1303 0,0176 0,7353 -0,4553 0,0332 0,0489 

 
1. Calculul ponderilor factorilor comuni prin multiplicarea ponderilor 
normalizate cu radicalul valorilor proprii: 
                              X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

[ ] 








−

−−−








=

218,0971,0963,0389,0596,0373,0491,0

886,0178,0235,0910,0710,0795,0747,0

FactII

FactI
L

T  

2. Calculul comunalitãţilor prin însumarea pãtratelor ponderilor factoriale 
pentru fiecare variabilã prin luarea în considerare a primilor doi factori 
conduce la: 
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3. Calculul varianţei reziduale care exprimã ponderea componentei specifice 
( jε ): 
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 Dacã sunt retinuti m  factori dintr-un set de m  variabile matricea de 
covarianţã originalã [ ]2s  poate fi generatã prin multiplicarea tuturor perechilor 
de ponderi factoriale şi însumarea acestora pentru toti factorii.  
 Când mp <  matricea originalã nu poate fi reprodusã exact. Pentru 
variabilele j şi k covarianţa reproductibilã este datã de relaţia: 
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    kpjpkjkjjk lllllls ×++×+×= ...2211

2     

 (III.268) 
 
în care 1jl  este încãrcarea variabilei j pe factorul 1. Notând cu L matricea 

încãrcãrilor factoriale rezultã cã matricea reproductibilã pe baza celor p  
factori se poate calcula prin: 
 
               [ ] [ ] [ ]TLLs ×=2'  
 
 Reziduul matricii varianţã-covarianţã poate fi calculat prin diferenta: 
 
                   [ ] [ ] [ ] [ ]rezidual

T
sLLs 22 =×−                                        

(III.269) 
 
 Analiza factorialã este aplicatã cu eficientã în separarea faciesurilor 
calcaroase. Toomey (1966) a determinat pentru calcarele de Leavenworth 
(Pensilvanian superior =Carbonifer superior) din nordul regiunii Midcontinet 19 
tipuri de constituenti petrografici: calcit spatic, micrit, pellete, trilobiti, 
ostracode, moluste, brachiopode, spiculi de spongieri, echinoderme, 
fusulinide, foraminifere mobile, foraminifere încrustate, Tubiphytes, 
Epimastopore, alge cu structurã laminarã, granule cu învelis algal şi particule 
de schelete necunoscute. Datele au fost determinate în 33 de probe şi pe 
baza lor au fost delimitate cinci grupuri bine individualizate: grupul fusulinide 
calcit, grupul micrit, grupul foraminifere mici, grupul cochilii-briozoare şi grupul 
granulelor cu învelis algal, din care primele patru formeazã un cluster cu 
coeziunea internã mai mare. 
 Analiza factorialã R-MOD poate fi utilizatã pentru separarea cu 
eficientã maximã şi totalã obiectivitate a tipurilor de cãrbune pe baza 
parametrilor fizico-chimici care se determinã în mod clasic: grosime, greutate 
specificã, cenusã, umiditate, substante volatile, sulf, continut în carbon, putere 
calorificã etc. 
 
 

3.2.5.Rotatia factorilor 

 
 Deşi analiza factorialã poate reduce dimensionalitatea unei probleme 
pentru a o face mai usor de studiat, semnificatia factorilor poate fi dificil de 
dedus. Aceastã dificultate poate fi determinatã de faptul cã pozitia a p  axe 
factoriale ortogonale într-un spatiu m  dimensional ( mp < ) sunt fortate de 

pm −  axe inutile care de asemenea trebuie plasate ortogonal în spatiul de 
probare. 
 Deoarece avem nevoie numai de p  axe factoriale, dupã eliminarea 
axelor inutile pare posibil şi avantajos sã rotim axele factoriale pentru a gãsi o 
pozitie care sã maximizeze varianţa încãrcãrilor factoriale. 
 Metoda KAISER-VARIMAX are ca obiectiv rotirea fiecãrei axe în pozitia 
în care proiectia fiecãrei variabile sã se plaseze în vecinãtatea extremitãtii sau 
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originii sistemului de axe factoriale. Metoda opereazã prin ajustarea 
încãrcãrilor factoriale astfel încât ele sã fie ori aproape de 1± , ori aproape de 
zero. În acest mod pentru fiecare factor vor fi câteva ponderi semnificative iar 
restul aproximativ nule. 
 Totuşi, în unele cazuri, rotirea rigidã a axelor prin pãstrarea 
ortogonalitãtii nu va îmbunãtãti sau chiar poate conduce la rezultate confuze. 
Aceste situatii pot indica o corelare a factorilor (factori oblici) sau neadecvarea 
modelului factorial pentru analiza sistemului. 
 Criteriul VARIMAX implicã maximizarea varianţei încãrcãrilor factoriale. 
Se poate defini varianţa încãrcãrilor pe factorul k  sub forma: 
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 (III.270) 
 Cantitatea care trebuie minimizatã este: 
  

          ∑
=

=
p

k

ksV
1

2     

 (III.271) 
   
 Varianţa este calculatã din încãrcãrile factoriale jpl  care sunt corectate 

prin divizarea lor cu comunalitatile 2

jh , astfel încât numai partea comunã a 

varianţei fiecãrei variabile este luatã în considerare îndepãrtând 
constrângerile impuse de cele pm −  componente (necesare pentru luarea în 
considerare a întregii varianţe a sistemului). 
 Maximizarea varianţei implicã mãrirea domeniului încãrcãrilor care 
conduce la "extremizarea" ponderilor. 
 Rotatia factorilor se face iterativ. Douã axe sunt ajustate simultan 
considerând restul axelor stationare. Dupã ce toate axele au fost ajustate 
procesul este reiterat pânã când cresterea varianţei încãrcãrilor la fiecare 
iteratie rãmâne sub o anumita valoare. 
 
Aplicatie. Rotatia axelor cu metoda Varimax. Considerãm cazul ponderilor 
factoriale pentru cei doi factori utilizati în separarea prismelor (notate cu 
1,2,...) pe baza formei şi mãrimii. 
 Dupã rotatie, pozitia relativã a variabilelor nu se schimbã ci numai 
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Fig. 82 Încãrcãrile factoriale înainte de 
rotirea axelor 

Fig. 83 Încãrcãrile factoriale dupã 
rotirea axelor 
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raportul faţã de axele factoriale. Lungimea vectorilor este functie de proportia 
şi varianţa originalã a fiecarei variabile preluatã de axele factoriale. În 
exemplul prezentat, cei doi factori preluând 88,59% din varianţa sistemului, 
lungimea vectorilor de pozitie este aproape unitarã. 
 
 Reprezentarea graficã a proiecţiilor factoriale (rotite sau nerotite) este 
mult mai complicatã decât proiectarea pe axele componenţilor principali. 
Componenţii principali sunt transformãri liniare şi deci putem proiecta datele 
originale pe axele principale. 
 În analiza factorialã proiectiile datelor originale (=variabile mãsurabile) 
pe axele factoriale reprezintã estimãrile contributiilor diferitilor factori asupra 
fiecãrei observatie (=proba în care se executã determinarea celor m  
variabile). Deoarece factorii înşişi sunt estimaţi din aceleaşi date, calculul 
proiectiilor factoriale este un proces circular, iar rezultatele nu sunt unice. 
 Calculul proiecţiilor factoriale este esenţial pentru studiile geologice. 
Pentru explicitarea modului de calcul ne vom referi la setul iniţial de date [ ]X  
care este o matrice [ ]nm×  ( m  - numãr variabile; n  - numãr de probe). 
 În cazul ACP se poate calcula o matrice a proiecţiilor factoriale [ ]F  prin 
multiplicarea matricii de date [ ]X  cu matricea încãrcãrilor factoriale [ ]L : 
 
                 [ ] [ ] [ ]FLX =×     
 (III.272) 
 
 Dacã reţinem p  factori, matricea încãrcãrilor [ ]L  va fi [ ]pm× , iar 
matricea proiectiilor va fi [ ]pn× . 
 Se ştie cã variabilele originale nu reprezintã numai efectul factorilor 
comuni dar au şi o componentã specificã ( )jε . Matricea proiecţiilor calculatã în 

acest mod va reflecta parţial structura covarianţei datelor originale, în mãsura 
în care factorii preiau aceastã covarianţã. 
 Influenta variatiei specifice ( )jε  trebuie eliminatã pentru realizarea 

proiecţiilor factoriale. Acest lucru se realizeazã prin multiplicarea ecuaţiei 
(III.273) cu inversul matricii de covarianţã: 

     [ ] [ ] [ ] [ ]'12 FLsX =××
−

    
 (III.273) 
 
 Deoarece inversarea matricii de covarianţã este laborioasã calculul nu 
se realizeazã direct din aceastã ecuaţie. Se calculeazã în primul rând 
matricea [ ]s  prin  înmultirea matricii încãrcãrilor factoriale cu transpusa ei: 

     [ ] [ ] [ ]SLL
T

=×      
 (III.274) 
 Matricea obtinutã se inverseazã şi se multiplicã cu [ ]L  obtinându-se 
matricea coeficienţilor proiectiilor factoriale [ ]B : 

     [ ] [ ] [ ]BSL =×
−1     

 (III.275) 
 Matricea proiectiilor factoriale se obţine din produsul cu matricea 
datelor originale: 
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     [ ] [ ] [ ]'FBX =×     
 (III.276) 
 Sintetizând în termenii matricilor încarcãrilor factoriale, operaţia se 
poate scrie: 
     [ ] [ ] [ ]'FBX =×      
 (III.277) 
     [ ] [ ] [ ] [ ]'1

FSLX =××
−     

 (III.278) 

     [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]'
1

FLLLX
T

=×××
−

   
 (III.279) 
 Aceeaşi procedurã este utilizatã pentru a obţine proiecţiile factoriale în 
cazul axelor rotite sau nerotite. De retinut cã matricea [ ]X  contine variabilele 
standardizate şi nu pe cele initiale din selectia de valori ca în A.C.P., 
deoarece A.C.P. calculeazã încãrcãrile componentilor principali plecând de la 
matricea de varianţã-covarianţã în timp ce încãrcãrile factoriale se calculeazã 
plecând de la matricea de corelaţie. 
 Problema specificãrii numãrului de factori p  care trebuie retinuti este 
criticã. Numãrul lor afecteazã mãrimea matricii reproduse şi reziduale, 
comunalitãtile şi încãrcãrile factoriale specifice ( jε ). Încãrcãrile factoriale 

comune nu sunt afectate. 
 Astfel, dacã 2=p  şi factorii sunt extraşi din datele originale, încãrcãrile 
pe factorii I şi II nu sunt modificate dacã se extrage şi un al treilea factor. 
Totuşi, dacã extragem şi rotim doi factori, ponderile factoriale pot fi radical 
diferite de cele obtinute dacã extragem şi rotim trei factori din setul de date. 
Când sunt extraşi doi factori ei nu introduc constrângeri la rotatie ca atunci 
când sunt extraşi trei. Metoda Varimax pãstreazã orogonalitatea factorilor. 
 Existã metode de rotatie a axelor factoriale care nu pãstrezã 
ortogonalitatea, conducând la rezultate mai uşor de prelucrat deoarece se pot 
obţine mai multe ponderi factoriale extreme. Din punct de vedere interpretativ 
apar contradicţii cu principiile metodei care presupune cã factorii comuni sunt 
necorelaţi, adicã ortogonali. Renunţând la restricţia ortogonalitãţii se admite 
intercorelaţia dintre factori. 
 Dacã factorii sunt corelaţi între ei, relatiile între variabilele originale şi 
factorii identificati sunt mult mai complexe decât în modelul adoptat deoarece 
interactiunile sunt atât între perechile de variabile cât şi între perechile de 
factori. Prezenta corelaţiilor între factori conduce la ideea cã existã alti 
SUPERFACTORI independenti care actioneazã asupra variabilelor mãsurate 
şi factorilor comuni separaţi la primul nivel. Soluţiile de rotatie oblicã introduc 
mai multã subiectivitate în interpretare şi trebuie abordate cu multã atenţie. 
 
 

3.2.6. Analiza factorialã Q-MOD 

 
Analiza factorialã Q-MOD, introdusã în geologie de Imbrie şi Purdy 

(1962), este o a doua formã de analizã factorialã în care rolul valorilor (sau 
probelor) şi al variabilelor se schimbã. Prin aceastã analizã se urmareşte 
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evidenţierea corelaţiilor dintre probe, având ca obiectiv gruparea lor într-o 
structurã dendriticã din care sã poatã fi deduse relaţiile dintre ele. 

În 1962, când au introdus analiza Q-MOD în cercetarea geologicã, 
Imbrie şi Purdy au utilizat-o pentru realizarea unui sistem obiectiv de 
clasificare a sedimentelor carbonatice actuale din Great Bahama Bank. 
Metoda a mai fost utilizatã de Harbaugh şi Demirmen (1964) pentru a 
discerne limitele de facies din calcarele de Americus. 

Primul pas în analiza factorialã Q-MOD este crearea unei matrici de 
similaritate [ ]nn ×  în care n  este numãrul de probe în care se face 
determinarea diferitelor “m” caracteristici geologice, calitative sau cantitative. 
Mãsura similaritãţii poate fi oricare dintre coeficienţii de similaritate definiţi in 
capitolul III.2. cu valori cuprinse în intervalul [ ]1,1 +− . Cel mai utilizat coeficient 
de similaritate în analiza Q-MOD este coeficientul cosinus θ . 

Analiza factorialã Q-MOD are ca obiectiv identificarea unui 
hiperelipsoid  
n-dimensional care este definit prin corelaţiile dintre cei n  vectori care 
reprezintã cele n  probe. Fiecare vector este determinat prin cele m  variabile 
care au fost mãsurate în fiecare probã şi din acest motiv dimensionalitatea 
problemei nu depãşeste numãrul variabilelor ( m ). 

Al doilea pas este identificarea principalelor axe ale hiperelipsoidului 
prin extragerea valorilor şi vectorilor proprii. Deoarece vor fi reţinute, de 
fiecare datã, mai puţini factori decât numãrul probelor, nu este necesarã 
extragerea tuturor valorilor şi vectorilor proprii, acest lucru reducând mult din 
timpul de calcul. 

În al treilea pas se realizeazã maximizarea încãrcãrilor factoriale prin 
rotaţia axelor factoriale. Rotaţia axelor se poate face pânã ce fiecare factor 
coincide cu una din probele ce alcãtuiesc selecţia de date. Pe lângã tehnicile 
ce pãstreazã ortogonalitatea axelor factoriale dupã rotaţie, analiza factorialã 
Q-MOD apeleazã şi la rotaţia ce conduce la oblicitatea axelor factoriale cu 
implicaţiile semnalate în paragraful anterior. 
 
Aplicaţie. Ca un exemplu al aplicãrii analizei Q-MOD, prezentãm în 
continuare o analizã petrograficã. Tabelul II.37 conţine componenţii chimici 
majori a 20 de eşantioane (1-Sienit, 2-Sienit, 3-Sienit, 4-Monzonit, 5-Diorit, 6-
Diorit, 7-Diorit, 8-Diorit cuarţitic, 9-Gabrou, 10-Gabrou, 11-Norit, 12-Norit, 13-
Gabrou cu hipersten, 14-Gabrou cu hipersten, 15-Sienit, 16-Sienit cuarţitic, 
17-Sienit alterat, 18-Monzonit, 19-Monzonit, 20-Diabaz). Prin analiza Q-MOD 
se urmãreşte plasarea ficãrei probe în poziţia proprie a seriei diferenţiate de 
roci magmatice. 

Plasarea probelor în succesiunea fireascã, determinatã de compoziţia 
chimicã, se realizeazã prin utilizarea încãrcãrilor factoriale ce exprimã varianţa 
ansamblului petrografic probat. Deoarece valorile vor fi standardizate, vectorii 
definiţi vor avea lungimi unitare şi probele vor fi plasate pe circumferinţa unui 
cerc cu razã unitarã. Unghiurile dintre aceşti vectori sunt o mãsurã a 
similaritãţii dintre probe. Pentru evaluarea matricii de similaritate, ca rezultat al 
primei etape de prelucrare se utilizeazã coeficientul de cos θ , rezultatul fiind 
consemnat în tabelul III.38 (ANEXA 1). 
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Identificarea axelor este limitatã la primii doi factori care asigurã în 
etapa finalã o reprezentare graficã simplã. Încãrcãrile factoriale pentru fiecare 
probã sunt sintetizate în tabelul III.39. 
 
Tabelul III.39 Încãrcãrile factoriale pentru primii doi factori (I şi II) 

Proba I II Proba I II 
1 0,9948 -0,0910 11 0,9833 0,1202 
2 0,9918 -0,1223 12 0,9890 0,1259 
3 0,9958 -0,0587 13 0,9721 0,1719 
4 0,9989 -0,0126 14 0,9561 0,02323 
5 0,9963 -0,0191 15 0,9918 -0,1257 
6 0,9904 0,1188 16 0,9844 -0,1665 
7 0,9959 -0,0838 17 0,9866 0,0783 
8 0,9996 0,0010 18 0,9950 -0,0870 
9 0,9983 0,0204 19 0,9945 -0,0946 
10 0,9978 0,0223 20 0,9981 -0,0161 

 
Rotirea axelor prin metoda Varimax maximizeazã varianţa încãrcãrilor 

factoriale (Tabel III.40) care permit reprezentarea graficã cea mai sugestivã a 
grupãrii celor 20 de probe funcţie de afinitãţile lor chimice (Fig. 84). 
 
Tabelul III.40 Încãrcãrile factoriale dupã rotaţie (pentru factorii I şi II) 
Proba I II 2

h  Proba I II 2
h  

1 0,7851 0,6177 0,9980 11 0,6316 0,7632 0,9814 
2 0,8044 0,5959 0,9986 12 0,6319 0,7712 0,9940 
3 0,7636 0,6418 0,9950 13 0,5879 0,7930 0,9745 
4 0,7342 0,6774 0,9980 14 0,5348 0,8259 0,9681 
5 0,7368 0,6709 0,9929 15 0,8068 0,5904 0,9995 
6 0,6377 0,7671 0,9950 16 0,8295 0,5556 0,9968 
7 0,7809 0,6236 0,9988 17 0,6628 0,7350 0,9796 
8 0,7254 0,6878 0,9993 18 0,7825 0,6207 0,9976 
9 0,7111 0,7009 0,9970 19 0,7873 0,6148 0,9979 

10 0,7094 0,7020 0,9960 20 0,7360 0,6744 0,9965 
 
 
 
 
 
  
 

În final trebuie remarcat cã analiza factorialã Q-MOD are acelaşi 
obiectiv ca orice analizã a grupãrilor însã cu o eficienţã mai mare datoratã 
reducerii timpului de calcul, în condiţiile în care se apeleazã la mijloacele 
automate. 
Eficienţa metodei este sporitã şi de faptul cã ea este aplicabilã şi în condiţiile 
în care matricea de similaritate conţine şi coeficienţi negativi, caz în care 
analiza factorialã R-MOD nu este utilizabilã. 
 

Tabel III.37 Principalii oxizi din 20 de eşantioane recoltate dintr-o serie magmaticã 
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Nr. 
probã X1=SiO2 X2=Al2O3 X3=Fe2O3 X4=FeO X5=MgO X6=CaO X7=Na2O X8=K2O 

1 61,7 15,1 2,0 2,3 3,7 4,6 4,4 4,5 
2 58,3 17,9 3,2 1,7 1,5 3,7 5,9 5,3 
3 51,2 17,6 3,5 4,3 3,2 4,5 5,7 4,4 
4 54,4 14,3 3,3 4,1 6,1 7,7 3,4 4,2 
5 58,0 15,7 0,7 2,8 5,0 10,9 3,0 3,2 
6 46,6 15,9 2,9 10,0 7,0 9,6 2,7 0,7 
7 58,0 17,3 2,2 3,8 2,2 4,3 4,3 4,1 
8 55,5 16,5 1,7 4,6 6,7 6,7 3,2 2,5 
9 55,4 15,3 2,7 5,5 5,8 9,9 2,9 1,5 

10 55,9 13,5 2,7 5,9 6,5 8,9 2,4 1,7 
11 47,2 14,5 1,6 13,8 5,2 8,1 3,1 1,2 
12 48,2 18,3 1,3 6,1 10,8 9,4 1,3 0,7 
13 44,8 18,8 2,2 4,7 11,3 14,6 0,9 0,1 
14 47,0 14,1 0,8 15,0 16,0 2,3 0,4 1,7 
15 59,8 17,3 3,6 1,6 1,2 3,8 5,0 5,1 
16 66,2 16,2 2,0 0,2 0,8 1,3 6,5 5,8 
17 50,0 9,9 3,5 5,0 11,9 8,3 2,4 5,0 
18 57,4 18,5 3,7 2,1 1,7 6,8 4,5 3,7 
19 59,8 15,3 3,8 3,3 2,2 3,9 3,0 4,4 
20 52,2 18,2 3,3 4,4 4,7 6,5 4,6 1,9 
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3.3. Modelarea matematică a corelaţiilor substanţiale 

 

 Exprimarea într-o formã sinteticã a sistemului de corelaţii între 

caracteristicile unui proces este obiectivul final al oricãrei cercetãri 

sistematice. Modelul operational rezultat din formalizarea matematicã a 

sistemului de corelaţii este o constructie intelectualã care înlocuieste "vizibilul 

complicat" (procesele fizico-chimice studiate) cu "invizibilul" (ecuaţii, sisteme 

etc.) uşor de manevrat.  

 În funcţie de calitatea descrierii (completã sau de tendintã), scara 

modelului (atomicã, macroscopicã), caracterul intrinsec (determinist, 

probabilist, linear, nelinear), structura matematicã (algebric, în diferenţe finite 

sau element finit, diferenţial) existã o diversitate de modele aplicabile studierii 

proceselor geolgice. În continuitate imediatã cu demersul statistic de 

prelucrare a informatiilor geologice prezentãm cea mai simplã modalitate de 

formalizare empiricã a relaţiilor dintre variabilele unui proces geologic 

complex: modelarea linearã a corelaţiilor substanţiale. 

 

 

3.3.1. Model liniar de o singurã variabilã independentã 

 

 Cel mai simplu model pentru corelaţia între douã variabile geologice 

este cel liniar, în care se presupune cã dependenţa poate fi descrisã  prin 

ecuaţia unei drepte: 

 

                exy ++= 10 αα     

 (III.277) 

în care  

 y  - variabila dependentã (= rezultativã); 

    x  - variabila independentã (= factorialã); 

 10 ,αα  - parametrii modelului; 
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 e  - eroarea de estimare a modelului. 

 

 Existã douã modele liniare limitã pentru dependenţa dintre douã 

variabile geologice x  şi y : 

a)  ambele variabile ( x  şi y ) sunt afectate de erori întâmplãtoare (Fig. 85); 

b) variabila independentã ( x ) este cunoscutã riguros, iar variabila dependentã 

( y ) este afectatã de erori distribuite normal (Fig. 86). 

 

 Modelul a) este adecvat studierii corelaţiei conţinuturilor de Au şi Ag 

dintr-un zãcãmânt sau dintre granulozitate şi porozitate într-un acvifer nisipos, 

iar modelul b) se recomandã pentru studiul corelaţiei între adâncime ( x ) şi 

conţinutul în Au ( y ) sau între adâncimea ( x ) şi gradul de saturare ( y ) din 

zona de aerare a unui acvifer freatic. 

 Pentru studiul complet al corelaţiei liniare între douã variabile este 

necesarã parcurgerea unui numar de patru etape de prelucrare. 

 

 

3.3.1.1. Analiza graficã a corelaţiei 

 

 Reprezentarea 

graficã a repartiţiei 

bidimensionale a variabilelor 

analizate este cea mai 

rapidã formã de identificare 

calitativã a existenţei 

corelaţiei. Ea se poate 

analiza în trei variante: 

diagrama de împrãştiere, 

stereograma şi dreapta de 

corelaţie. 

Fig. 86 Model liniar cu o singurã variabilã (y) 
afectatã de erori 

x

y

in
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a)Diagrama de împrãştiere 

 Diagrama de împrãştiere este cea mai simplã formã de reprezentare 

graficã în care utilizând un sistem de referinţã rectangular, fiecare pereche de 

valori mãsuratã ( ii yx , ) se materializeazã printr-un punct. Se obţine în acest 

mod o mulţime de puncte a cãrei configuraţie geometricã sugereazã prezenţa 

2
y

1
y

1x

2x

x

y

xyn

Fig. 85 Model liniar cu ambele variabile (x,y) afectate de erori aleatoare 

Fig. 87 Diagrame de împrãştiere 
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sau absenţa corelaţiei între cele douã variabile (Fig. 87).             

 

 Punctele pot avea o distribuţie: haoticã - corelaţia între cele douã 

variabile fiind nulã, concentratã pe o zonã alungitã rectilinie - corelaţia fiind de 

tip liniar sau concentratã pe o zonã alungitã curbilinie, situaţie în care se 

presupune existenţa unei corelaţii neliniare între cele douã variabile. 

 Diagrama de corelaţie poate fi realizatã şi cu valori standardizate, 

variantã recomandatã atunci când valorile sunt exprimate în unitãţi de mãsurã 

diferite şi au amplitudini de selecţie disproporţionate. 

 

b)Stereograma  

 Stereograma este o reprezentare tridimensionalã care se bazeazã pe 

gruparea bidimensionalã a valorilor celor douã variabile dupã aranjarea în 

ordine crescãtoare a variabilei independente. Intervalele de grupare care 

formeazã compartimentele tabelului de corelaţie (Tabel III.41), pentru ambele 

variabile se stabilesc dupã aceleaşi criterii ca cele stabilite pentru descrierea 

univariatã. 

 

                  

Tabelul III.41 Tabel de corelaţie pentru douã variabile ( yx, ) 

            

y  

x  

1y  2y  ... 
ky  ... 

ny  

1x  
11yxn  

21yxn  ... 
kyxn

1
 ... 

1xn  

2x  
12 yxn  

22 yxn  ... 
kyxn

2
 ... 

2xn  

... ... ... ... ... ... ... 

lx  
1yxl

n  
2yxl

n  ... 
kl yxn  ... 

lxn  

xy  
1yn  

2yn  ... 
kyn  ... n  

 

În tabelul de corelaţie apar trei tipuri de frecvenţe: 

1) frecvenţa valorilor perechi (
ii yxn ) reprezintã numãrul de perechi pentru 

fiecare interval de grupare. 
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2) frecvenţe parţiale dupã variabila X  (
ixn ) care reprezintã numãrul de valori 

ale variabilei Y  corespunzãtoare unei valori ix  sau valorii centrale a 

intervalului i, 
icx , care se calculeazã însumând frecventele perechilor de valori 

de pe un rând al tabelului III.41. 

    ∑
=

=
k

j

yxx jii
nn

1

   ( )li ,...,2,1=    

 (III.278) 

3) frecvenţele parţiale dupã variabila Y  (
iyn ) se evalueazã în mod analog pe 

coloanele tabelului III.41. 

    ∑
=

=
l

j

yxy iji
nn

1

   ( )ki ,...,2,1=     

 (III.279) 

 Stereograma se obţine prin construirea pentru fiecare compartiment al 

tabelului de corelaţie a unui paralelipiped având înãlţimea proporţionalã cu 

frecvenţele perechilor de valori. Suprafaţa care îmbracã stereograma poartã 

denumirea de suprafaţã de frecvenţã şi oferã o imagine globalã a corelaţiei 

între cele douã variabile într-un spatiu tridimensional. 

 

c)Dreapta de corelaţie 

  Dreapta de corelaţie reprezintã grafic tendinţa pe care o urmeazã 

media unei variabile în comparaţie cu valorile celeilalte variabile. Se 

construiesc douã drepte de corelaţie pentru fiecare cuplu de douã variabile 

( yx, ): 

 a) dreapta de corelaţie corespunzãtoare modelului ( )xfy =  în care 

pentru fiecare  ix  se determinã şi se reprezintã valoarea medie (Fig. 89). 

 b) dreapta de corelaţie corespunzãtoare modelului ( )yfx =  în care 

pentru fiecare valoare iy  se calculeazã şi se reprezintã grafic (Fig. 90). 
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Linia în jurul cãreia se grupeazã punctele se numeşte linie de regresie 

şi pentru foarte multe caracteristici geologice este rectilinie. Raporturile 

spaţiale dintre cele douã drepte de regresie ( ( )yfx =  şi ( )xfy = ) exprimã 

intensitatea corelaţiei dintre variabilele analizate:  

1) independenţa, dacã cele douã linii de regresie sunt ortogonale (Fig. 91a); 

2) dependenţa totalã, dacã cele douã linii de regresie coincid (Fig. 91b); 

3) dependenţa intermediarã, dacã cele douã linii de regresie formeazã un 

anumit unghi, unghi a cãrui mãrime este invers proporţionalã cu intensitatea 

corelaţiei (nulã când unghiul este de 90o). 

 

 Cele trei modele de reprezentare graficã a distribuţiei bidimensionale a 

unui cuplu de variabile geologice exprimã doar calitativ intensitatea corelaţiei, 

care poate fi cuantificatã prin intermediul unor parametri. 

1x   
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3.3.1.2. Evaluarea intensitãţii corelaţiei liniare 

 

 Din reprezentãrile grafice se pot deduce la nivel calitativ inexistenţa 

corelaţiei sau existenta unei corelaţii directe sau inverse. Cele douã variabile 

sunt corelate direct dacã valorile mari ale uneia tind sã se asocieze cu cele 

mari ale celeilalte. In rocile poroase, porozitatea şi permeabilitatea sunt un 

exemplu tipic de variabile pozitiv corelate. Douã variabile geologice sunt 

corelate negativ dacã valorile mari ale uneia tind sã se asocieze cu valorile 

mici ale celeilalte. Corelaţii negative se stabilesc de obicei între concentratiile 

a douã elemente majore, de exemplu în rocile dolomitice continutul în calciu 

este în mod normal corelat negativ cu continutul de magneziu. 

 Sub aspect cantitativ, intensitatea corelaţiei lineare se poate cuantifica 

prin intermediul coeficientului de corelaţie Pearson şi a coeficentului de 

corelaţie a rangurilor. 

 

a)Coeficientul de corelaţie Pearson 

 Coeficientul de corelaţie este cel mai utilizat parametru pentru 

cuantificarea intensitãtii corelaţiei liniare a douã variabile şi se calculeazã cu 

relaţia: 

 

           
( )( )

( ) ( )
r

mymx

mymx

y n

i

n

i yixi

n

i yixi

x

xy
=

−−

−−
≈=

∑ ∑

∑

= =

=

1 1

22

1

σσ

σ
ρ   

 (III.280) 

 

 Coeficientul de corelaţie ( )ρ  are valori cuprinse între -1 şi +1, indiferent 

de amplitudinea selecţiei de date. Valorile extreme ale coeficientului de 

corelaţie liniarã indicã o aliniere perfectã a punctelor într-o diagramã de 

împrãstiere de-a lungul unei drepte fie cu panta pozitivã ( 1=ρ ; corelaţie 

pozitivã), fie cu panta negativã ( 1−=ρ ; corelaţie negativã.  
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Pentru valori 1<r  ( r  fiind estimatorul lui ρ ), distribuţia punctelor se abate de 

la linia dreptei devenind din ce în ce mai difuzã cu cât r  descreşte de la 1 

spre 0. 

 Valoarea coeficientului de corelaţie este puternic influentatã de 

existenta perechilor aberante de puncte. O bunã aliniere a câtorva valori 

extreme poate creste foarte mult valoarea coeficientului de corelaţie pentru 

douã variabile slab corelate şi invers, o bunã corelaţie poate fi "distrusã" de 

slaba aliniere a câtorva valori extreme. 

Aplicatie. Pentru analiza 

corelaţiei între continuturile în 

Au şi Ag din zãcãmântul Cavnic 

filonul 80 s-a evaluat un 

coeficient de corelaţie 64,01 =r  

cu luarea în cosiderare a tuturor 

valorilor selectiei în care era 

inclusã şi o pereche de valori 

afectatã de erori de mãsurare 

(Fig. 92). Prin eliminarea acestei singure perechi de valori şi recalcularea 

coeficientului de corelaţie s-a obţinut 84,02 =r . 

 

 

 

 Dacã relaţia dintre douã variabile nu este linearã, coeficientul de 

corelaţie ( r ) poate avea o valoare foarte micã. Din acest motiv este deseori 

util sã se suplimenteze utilizarea lui cu cea a coeficientului de corelaţie a 

rangurilor. 

 

b)Coeficientul de corelaţie a rangurilor 

 Coeficientul de corelaţie a rangurilor ( )rρ  se calculeazã aplicând 

formula de calcul a coeficienţilor de corelaţie Pearson rangurilor valorilor 

variabilelor. 
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( )( )

( ) ( )
in

i

n

i yRyRx

n

i RyRx

RxR

xyR

r r

mRmR

mRmR

ixi

yixi

y

=
−−

−−
≈=

∑ ∑

∑

= =

=

1 1

22

1

σσ

σ
ρ     

 (III.281) 

în care:  

ii yx RR ,  - rangul valorii ix  respectiv iy ; 

yx RR σσ ,  - abaterea standard a rangurilor valorilor variabilelor x , respectiv y ; 

yx RR mm ,  - media rangurilor valorilor 
nxx RR ,...,

1
, respectiv 

nyy RR ,...,
1

. 

 O mare diferentã între rρ  şi ρ  poate fi deseori determinatã de 

prezenţa unei perechi de valori extreme. Spre deosebire de coeficientul de 

corelaţie ( r ), coeficientul de corelaţie a rangurilor ( rr ) nu este atât de sensibil 

la perechi extreme de valori. O valoare mare a coeficientului de corelaţie a 

rangurilor şi una micã a coeficientului de corelaţie Pearson poate fi datoratã 

faptului cã un numãr redus de perechi aberante afecteazã buna corelaţie a 

variabilelor studiate. Dacã coeficientul de corelaţie a rangurilor este mare şi 

coeficientul de corelaţie Pearson mic este posibilã o  "îmbunãtãţire" falsã a 

corelaţiei prin prezenta câtorva valori extreme bine "aliniate". 

 Pentru situatia prezentatã anterior valorile corespunzãtoare ale 

coeficientului de corelaţie a rangurilor sunt: 80,0
1

=rr  înainte de eliminarea 

valorii extreme şi 79,0
2

=rr , eliminarea valorii aberante avand o influenta mult 

mai micã asupra coeficientului de corelaţie a rangurilor decât asupra 

coeficientului de corelaţie r . 

 Diferenta dintre r  şi rr  poate fi revelatoare şi asupra altui aspect al 

corelaţiei între cele douã variabile: cel al liniaritãtii. Dacã 1+=rr , adicã 

rangurile celor douã variabile sunt identice, valorilor mari ale variabilei x  le 

corespund valori mari ale variabilei y , corelaţia are intensitate maximã dar ea 

nu este obligatoriu de tip linear. Neliniaritatea corelaţiei este evidentiatã de 

valorile mici ale ale coeficientului de corelaţie ( r ). 
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3.3.1.3.Testarea adecvãrii modelului liniar 

 

 Adecvarea unui model liniar este sintetizatã în evaluarea semnificatiei 

statistice a coeficientului de corelaţie care se poate realiza în douã etape 

succesive: cea a acceptãrii (functie de valoarea calculatã) existentei unei 

corelaţii liniare şi cea de evaluare a incertitudinii asupra intensitãtii acesteia. 

 Testarea statisticã a existentei corelaţiei liniare se poate realiza cu 

ajutorul testului STUDENT aplicat ipotezelor statistice: 

( )
( )




≠

=

liniarecorelatieiprezentaH

liniarecorelatieiabsentaH

0:

0:

1

0

ρ

ρ
 

 Pentru testarea inexistentei corelaţiei ( )0=ρ  se calculeazã valoarea:  

              
2

exp

1
2

r

r
nt

−
−=      

 (III.282) 

care se comparã cu valorile repartiţiei STUDENT ( )να ,t  cu 2−= nν . 

În alternativã ( )να ,exp tt <  se acceptã ipoteza absenţei corelaţiei liniare 

între cele douã variabile. Dacã ( )να ,exp tt > , din punct de vedere statistic se 

admite existenţa unei corelaţii liniare între cele douã variabile şi se trece la 

etapa de evaluare a incertitudinii asupra valorii r  calculate. 

 Calculul intervalului de încredere pentru valoarea coeficientului de 

corelaţie ρ  se poate realiza utilizând variabila cu repartiţie normalã propusã 

de Fisher: 
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 (III.283) 

Pentru calculul intervalului de încredere al coeficientului de corelaţie 

( ρ ) se utilizeazã relaţiile: 
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 (III.284) 

în care: 

znpszz −=1       (III.285) 
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     znpszz +=2      

 (III.286) 

np  - argumentul funcţiei inverse Laplace ( 1−Φ ) pentru o anume probabilitate 

( p ) de verificare a ipotezei testate. 

3

1

−
=

n
sz  - abaterea standard a variabilei z . 

 Pe baza abaterii standard a coeficientului de corelaţie  

       
n

r
sr

21−
=      

 (III.287) 

intervalul de încredere al coeficientului de corelaţie pentru o probabilitate p  

se calculeazã cu relaţia: 

             
n

r
npr

n

r
npr

22 11 −
+<<

−
− ρ    

 (III.288) 

 

 

3.3.1.4. Parametrii modelului 

 

 Evaluarea parametrilor modelului statistic liniar parcurge cele douã 

etape clasice de calcul al parametrilor pe baza eşantionului de date 

disponibile şi de evaluare a incertitudinii acestor parametri. 

 

a) Calculul parametrilor 

 Calculul parametrilor 0a  şi 1a  ca estimaţii de selecţie ale parametrilor 

( 0α  şi 1α ) se realizeazã prin metoda celor mai mici pãtrate care constã în 

minimizarea sumei pãtratelor abaterii valorilor selecţiei de la ecuaţia generalã. 

 Notând suma pãtratelor abaterilor de la modelul liniar: 

    ( )[ ]∑
=

−−=
n

i

ii xaaySPA
1

2

10     

 (III.289) 

prin derivare în raport cu 0a  şi 1a  se obţine sistemul de ecuaţii normale 
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 Prin rezolvarea sistemului (III.290 ) se obţin soluţiile: 
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în care:    

 xm  - media valorilor variabilei x : ∑
=

n

i

ix nxm
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/     

 ym  - media valorilor variabilei y : ∑
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b) Evaluarea incertitudinii 

 Evaluarea intervalului de încredere pentru parametrii modelului ( 1,αα ) 

se bazeazã pe amploarea fluctuaţiilor variabilei y  în jurul modelului 

determinatã de parametrii calculaţi 0a  şi 1a : 

( )∑
=

−
−

=≈
n

i

yiyy my
n

s
1

222

1

1
σ            

 (III.294) 

 Parametrul 0a , ce estimeazã parametrul necunoscut 0α , are o 

distribuţie ( )00 ,σαN  în care: 
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 Variabila: 

     ( )
0

/00exp αα sat −=     

 (III.296) 

are o distributie t  cu 2−= nν  grade de libertate în care 
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= =









−=

n

i

n

i

xiiy mxnxss
1 1

2222 /
0α    (III.297) 

 Pentru un nivel de semnificaţie α , intervalul de incredere pentru 

parametrul 0α  se scrie: 
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 În condiţiile aceloraşi ipoteze, valoarea 0α  nu se acceptã ca o 

estimaţie a valorii 0α  dacã 
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 (III.299) 

 Parametrul 1a  ce estimeazã parametrul necunoscut 1α  are o distribuţie 

( )
1

,1 ασαN  în care: 
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 Variabila 

     ( )
1

/11exp αα sat −=     

 (III.301) 

are deci o distribuţie t  cu 2−= nν  grade de libertate, abaterea standard de 

estimaţie calculându-se cu relaţia: 
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 Intervalul de încredere pentru parametrul 1a  corespunzãtor unui nivel 

de semnificaţie α  este deci: 
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 (III.303) 

 În mod analog, valoarea 1a  este acceptatã ca estimaţie a parametrului 

1α  numai în cazul în care: 

     
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 (III.304) 

 

 

3.3.1.5.Aplicaţie 

 

 Diagrama de împrãştiere pentru masa în stare umedã ( wM ) şi masa în 

stare uscatã ( dM ) a depozitelor recoltate din iazul de decantare Baia Sprie 

sugereazã o corelaţie linearã între aceşti doi parametri (Fig. 93). 

 

245 250 255 260 265 270 275 280 285 290 295 300 305 

270 

265 

275 

280 

285 

290 

295 

300 

305 

310 

315 

320 

325 

330 

335 

340 

Fig. 93 Diagrama de împrãştiere pentru wM  şi dM   
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Pe baza celor 49 de valori prelucrate se vor parcurge în continuare 

principalele etape ale obţinerii modelului: 

    dw MM ×+= βα  

 

 Realizarea stereogramei evidenţiazã într-un mod sugestiv douã 

aspecte determinante pentru strategia aplicãrii metodologiei clasice: 

- existenţa unui numãr de valori extreme aberante ce trebuie eliminate 

înaintea evaluãrilor numerice; 

- caracterul normal al repartiţiei bidimensionale a variabilelor wM  şi dM  care 

asigurã interpretarea corectã atât a valorilor coeficientului de corelaţie cât şi a 

parametrilor modelului. 

 Intensitatea corelaţiei între cele douã variabile este evaluatã prin 

intermediul coeficientului de corelaţie: 

1) înaintea eliminãrii valorilor extreme: 32,01 =r , valoare care contrazice 

flagrant aspectul diagramei de împrãştiere şi al stereogramei; 

2) dupã eliminarea a opt valori extreme: 889,02 =r . 

 Testarea adecvãrii modelului devine formalã la o valoare a 

coeficientului de corelaţie 889,02 =r  şi într-adevãr prin calcul se obţine: 

    ( ) 12,12021,039;05,0 exp =<=== tt να  

criteriu care confirmã din punct de vedere statistic adecvarea modelului linear. 

 Intervalul de încredere al coeficientului corelaţiei lineare este: 

     93,081,0 << ρ  

 Parametrii modelului estimaţi în condiţiile aceleiaşi precizii sunt: 

 68,4036,20 << α  cu estimatorul 17,18=a  

 217,1812,0 <<− β  cu estimatorul 781,0=b  

 Modelul estimat al corelaţiei lineare este deci: 

   dw MM ×+= 781,017,18  

 Acest model poate fi utilizat cu o bunã aproximare pentru deducerea 

unuia dintre parametrii pe baza celuilalt reducând la jumãtate efortul de 

determinare realizat în laborator pentru depozitele iazului Baia Sprie. Desigur 
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cã pentru alte amplasamente coeficienţii şi poate chiar structura modelului vor 

fi alţii deoarece acest model este un model empiric valabil doar pentru 

domeniul valor (valoric??) al selecţiei pe baza cãreia a fost construit. 

 

 

3.3.2.Model liniar multiplu 

 

 Complexitatea proceselor geologice implicã frecvent analiza influenţei 

simultane a mai multor variabile, aparent independente, asupra unei variabile 

consideratã dependentã (rezultativã) de acţiunea acestora. 

 Modelarea linearã a cestei corelaţii multiple este cea mai simplã soluţie 

adoptatã într-o etapã preliminarã de studiu. Formal ea se exprimã prin 

ecuaţia: 

    inn exxxy +++++= αααα ...22110    

 (III.304) 

în care: 

y  - variabila rezultativã (independentã); 

nxxx ,...,, 21  - variabilele factoriale; 

nααα ,...,, 21  - parametrii modelului; 

ie  - eroarea de estimare. 

 Din punct de vedere metodologic, utilizarea acestui model pune douã 

probleme specifice aplicãrii ei în studiul variabilelor geologice: 

1) alegerea variabilei rezultative; 

2) stabilirea numãrului de variabile factoriale. 

 Caracterul rezultativ sau factorial al unei variabile poate fi bine precizat 

în contextul geologic în care se realizeazã studiul sau rezultã dupã rularea 

tuturor variabilelor sistemului pe poziţia variabilei rezultative. 

 Dacã spre exemplu, caracterul rezultativ al cotei nivelului piezometric 

într-un acvifer freatic, în raport cu variabilele factoriale: precipitaţii, grad de 

acoperire cu vegetaţie, modul de infiltrare şi porozitate, pare evident, nu 

acelaşi lucru se poate spune despre analiza corelaţiei dintre conţinuturile de 

Au, Ag, Pb, Zn, Cu dintr-un zãcãmânt polimetalic. În acest al doilea caz 
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stabilirea variabilei rezultative poate fi aleasã dupã criterii statistice pe baza 

valorii maxime a coeficientului corelaţiei multiple sau pragmatice, de exemplu, 

necesitatea prognozãrii conţinutului unui anumit metal (Au) funcţie de 

conţinutul celorlalte.  

 Numãrul variabilelor factoriale ale modelului este controlat de criterii 

operaţionale (capacitatea de prelucrare a instrumentului de calcul) precum şi 

de necesitãţile interpretãrii rezultatelor. De cele mai multe ori în modelarea 

statisticã se preferã un numãr minim de variabile pentru ca efectele numerice 

sã nu estompeze caracteristicile intrinseci ale procesului modelat. 

 Precizarea configuraţiei modelului liniar multiplu este obligatoriu sã fie 

precedatã de o analizã factorialã care sã simplifice şi sã ierarhizeze la nivel 

statistic importanţa variabilelor în reflectarea ansamblului de corelaţii propriu 

sistemului studiat. 

 

 

3.3.2.1.Analiza graficã a corelaţiei multiple 

 

 Diagrama de împrãştiere este singura dintre reprezentãrile grafice 

utilizate în cazul modelului liniar de o singurã variabilã independentã care 

poate fi generalizat pentru cazul a trei dimensiuni, corespunzãtor unei corelaţii 

multiple cu douã caracteristici independente şi una factorialã.  

 În cazul a trei variabile 2,1 XX  şi 3X , tripletele ( 3,2,1 xxx ) pot fi 

considerate ca determinând un punct ale cãrei coordonate sunt valorile 2,1 xx  

şi 3x . Reprezentate într-un sistem de referinţã ortogonal, toate punctele vor 

forma o mulţime cu o anumitã dispoziţie geometricã în raport cu diferite 

"suprafeţe de corelaţie". Gruparea punctelor în vecinãtatea unei astfel de 

suprafeţe poate fi o mãsurã calitativã a intensitãţii corelaţiei între cele trei 

variabile. 

 Pentru mai mult de trei variabile, reprezentãri grafice care sã rezume în 

mod sugestiv corelaţia între variabile nu se poate realiza decât dupã prelucrãri 

speciale de tipul celor prezentate în cadrul analizei factoriale. 

 Datele brute nu mai pot fi examinate prin aceleaşi procedee prezentate 

la modelul liniar de o singurã variabilã independentã (stereograma, dreapta de 
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regresie) decât formând perechi din variabila rezultativã şi fiecare variabilã 

factorialã, metodã care ignorã însã tocmai efectul ansamblului de intercorelaţii 

pe care tinde sã-l exprime modelul corelaţiei multiple. 

 

 

3.3.2.2.Evaluarea intensitãţii corelaţiei 

 

 Calitatea modelului liniar multiplu se evalueazã sub douã aspecte: 

a) intensitatea corelaţiei între variabila rezultativã şi toate variabilele factoriale, 

cuantificatã cu ajutorul raportului corelaţiei multiple şi coeficientului corelaţiei 

multiple; 

b) intensitatea corelaţiei între variabila rezultativã şi fiecare variabilã factorialã, 

exprimatã prin coeficientul de corelaţie parţialã. 

 

a) Raportul corelaţiei multiple 

 Raportul corelaţiei multiple se calculeazã cu formula: 

    ( )
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 (III.305) 

în care 

iy  - valoarea mãsuratã a variabilei rezultative; 

*

...21 xnxxy  - valoarea estimatã a variabilei rezultative; 

y  - media valorilor mãsurate ale variabilei rezultative; 

k  - numãrul de probe în care se mãsoarã cele n  variabile. 

 Valoarea ( )xnxyR ,...,2  depinde deci de raportul dintre dispersia valorilor 

determinate pe baza ecuaţiei de regresie linearã şi dispersia valorilor 

mãsurate ale variabilei rezultative. Cu cât valorile mãsurate se abat mai puţin 

de la valorile calculate, cu atât coeficientul de corelaţie are o valoare mai 

mare şi ca atare corelaţia este mai intensã. 
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b) Coeficientul corelaţiei multiple 

 Coeficientul corelaţiei multiple între variabilele xnxxy ,...,2,1,  mãsoarã 

gradul de precizie cu care y  poate fi reprezentatã prin modelul liniar multiplu. 

Relaţia de calcul a coeficientului corelaţiei multiple este: 
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 (III.306) 

utilizabilã dupã evaluarea parametrilor modelului prin intermediul coeficienţilor 

anaaa ,...,2,1,0 . 

 Coeficientul corelaţiei multiple se poate calcula şi cu formula: 

( ) ( )( ) ( )( )2

1...12.

2

1.2

2

1...21 1...111 −−−−−= nynyyxnxxy rrrR    

 (III.307) 

 

în care ( )
2

1...12.

2

1.2

2

1 ,...,, −nynyy rrr  sunt coeficienţii de corelaţie parţialã. 

 Dacã ( ) 1...21 =xnxxyR , variabila rezultativã y  poate fi perfect reprezentatã 

prin modelul liniar multiplu. Se poate demonstra cã ( )xnxxyR ...21  este mai mare 

decât coeficientul de corelaţie între y  şi orice funcţie liniarã de xnxx ,...,2,1  

diferitã de cea din expresia (III.304). 

 Coeficientul corelaţiei multiple este mai mare sau egal cu zero şi deci 

în mod evident este mai mare (sau egal) decât oricare din coeficienţii de 

corelaţie parţialã care aparţin modelului. Ca o consecinţã a acestui fapt, dacã 

( ) 0...21 =xnxxyR  toţi coeficienţii de corelaţie referitori la y  sunt zero şi deci y  

este independentã faţã de toate variabilele factoriale ale modelului. 

 

 

c) Coeficienţii de corelaţie partialã  

 Coeficienţii de corelaţie parţialã exprimã intensitatea corelaţiei între 

variabila rezultativã ( y ) şi o variabilã factorialã oarecare ( xnxx ,...,2,1 ) când 

restul variabilelor modelului rãmân constante.  
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 Pentru un model liniar multiplu cu n  variabile calculul coeficienţilor de 

corelaţie parţialã se face funcţie de coeficienţii de ordin inferior cu relaţia de 

recurenţã: 

    ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )2
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2
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 (III.308) 

 Pentru un model liniar cu douã variabile independente: 

     22110 xaxaay ++=     

 (III.309) 

aplicând formula (III.308) se obţine relaţia de calcul a coeficientului corelaţiei 

parţiale între y  şi 1x : 

     ( )( )2
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 (III.310) 

în care 21, yy rr  şi 12r  sunt coeficienţii de corelaţie binarã calculaţi cu formula 

(III.280) utilizatã pentru evaluarea intensitãţii modelului liniar cu o singurã 

variabilã independentã. 

 Coeficienţii corelaţiei parţiale au valori cuprinse între -1 şi +1 

semnificaţia fiind cea a coeficientului de corelaţie Pearson analizatã în detaliu 

la paragraful IV.2.1. 

 

 

3.3.2.3.Testarea adecvãrii modelului liniar multiplu 

 

 Adecvarea modelului liniar multiplu este condiţionatã de semnificaţia 

statisticã a coeficientului corelaţiei multiple. 

 Pentru modelul liniar multiplu, suma pãtratelor abaterilor valorilor 

observate ale lui y  faţã de media lor este egalã prin definiţie cu  

      2

ysk ×      

 (III.311) 

având 1−= kν  grade de libertate şi douã componente: 
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a) suma pãtratelor abaterilor valorilor mãsurate faţã de cele date de ecuaţia 

modelului şi care este egalã cu: 

     ( )( )2

...21

2 1 xnxxyy Rsk −××     

 (III.312) 

cu nk −  grade de libertate; 

b) suma pãtratelor abaterilor valorilor calculate prin ecuaţia modelului faţã de 

media valorilor mãsurate: 

     ( )
2

...21

2

xnxxyy Rsk ××     

 (III.313) 

cu 1−n  grade de libertate. 

 Dacã y  (valoarea mãsuratã) şi *y  (valoarea estimatã prin model) sunt 

complet necorelate, abaterile lui y  faţã de valorile modelului ( *y ), vor fi 

independente de abaterile valorilor calculate faţã de media valorilor mãsurate 

şi deci dispersiile celor douã componente vor fi practic identice ( 0=R ). 

 Testarea semnificaţiei statistice a diferenţei celor douã componente 

poate fi realizatatã cu ajutorul repartiţiei Z  calculând factorul experimental: 
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 (III.314) 

cu 1−= nν  şi nk ==2ν  grade de libertate. 

 Dacã  

     ( )21exp ,, νναZZ <     

 (III.315) 

valoarea coeficientului de corelaţie ( )xnxxyR ,...,21  este nesemnificativã şi modelul 

liniar multiplu nu este adecvat modelãrii corelaţiei între 1+n  variabile. 

 În caz contrar, din punct de vedere statistic, corespunzãtor nivelului de 

semnificaţie ales, modelul liniar multiplu este adecvat modelãrii relaţiei între 

variabila rezultativã ( y ) şi variabilele factoriale: xnxx ,...,2,1 . 

 Semnificaţia coeficientului corelaţiei multiple este puternic afectatã de 

numãrul de valori disponibile ( k ) şi numãrul de variabile ale modelului ( n ). În 

cazul limitã în care numãrul de variabile este egal cu numãrul de observaţii 
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disponibile, toate corelaţiile parţiale de cel mai ridicat grad posibil vor fi egale 

cu valoarea unitarã şi în consecinţã R  va indica o corelaţie totalã indiferent de 

ansamblul real de corelaţii din sistemul studiat. 

 

 

3.3.2.4.Parametrii modelului 

 

 Evaluarea parametrilor modelului corelaţiei multiple parcurge aceleaşi 

douã etape cu cele prezentate în paragraful precedent pentru modelul liniar 

cu o singurã variabilã independentã. 

 

a) Calculul parametrilor 

 Evaluarea parametrilor anaa ,...,1,0  se face prin aplicarea modelului  

    anxnxaxaay ++++= ...21110     

 (III.316) 

 În mod analog cu procedeul aplicat modelului liniar de o singurã 

variabilã independentã se minimizeazã suma abaterii pãtratelor: 
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prin derivare în raport cu anaa ,...,1,0  obţinându-se sistemele : 
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prin a cãror rezolvare se obţin valorile parametrilor. 

 Fiecare dintre parametrii modelului ( anaa ,...,2,1 ) reprezintã variaţia 

medie a variabilei rezultative ( y ) corespunzãtoare unei variaţii unitare a 

variabilei factoriale, considerându-le pe celelalte constante. 

 Termenul liber ( 0a ) reprezintã nivelul de referinţã al variabilei 

rezultative fãrã a avea o semnificaţie geologicã precizatã. 

 

b) Evaluarea incertitudinii 

 Pentru parametrii modelului corelaţiei multiple intervalul de încredere 

se evalueazã pe baza inegalitãţii: 

   ( ) ( )
n

s
ta

n

s
ta ii yy

jj

yy

j ×+<<×− ναανα ,,    

 (III.320) 

pentru coeficienţii variabilelor factoriale ( nj ,...,2,1= ) iar pentru termenul liber 

pe baza inegalitãţii: 

   ( ) ( )
n

s
ta

n

s
ta ii yyyy

×+<<×− ναανα ,, 000     

 (III.321) 

în care 

iyys  - abaterea medie pãtraticã a valorilor observate faţã de valorile calculate 

prin model: 
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 (III.321) 

jas  - abaterea standard introdusã de fiecare variabilã factorialã: 
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3.3.2.5.Aplicatie 

 

 Dintr-un acvifer freatic s-a exploatat pe o perioadã de 10 ani un debit 

ce variazã de la 1000 la 6000 m3/zi. Acviferul este alimentat prin infiltraţii 

rezultate din precipitaţii care în zonã au valoarea medie de 350 mm/an. 

 Pentru optimizarea regimului de funcţionare a forajelor de drenaj s-a 

elaborat un model statistic de tip linear pe baza valorilor medii lunare ale 

debitelor exploatate şi  precipitaţiilor pe perioada 1970 - 1980. 

 Elaborarea modelului a cuprins trei etape: identificarea variabilelor 

modelului, evaluarea parametrilor şi evaluarea performanţelor. 

a) Identificarea variabilelor modelului s-a realizat pe baza corelogramelor 

calculate pentru cele douã variabile principale (Q-debit şi P-precipitaţii). Din 

corelogramele calculate se remarcã o autocorelare importantã a debitului de 

exploatare pentru un decalaj de 1 lunã şi 4 luni (Fig. 96) şi o corelare 

importantã între precipitaţii şi debitul de exploatare cu un decalaj de o lunã 

(Fig. 97). 

 

 În aceste condiţii modelul identificat optim este de forma: 

+1 

-1 

0 1 2 3 4 5 6 … t∆

QQR

Fig. 96 Autocorelograma Q-Q 

+1 

-1 

0 1 2 
3 

4 

5 

6 7 t∆

QPR

Fig. 97 Autocorelograma Q-P 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1342110 −+−+−+= tPatQatQaatQ  

b) Evaluarea parametrilor modelului prin minimizarea abaterilor a condus la 

coeficienţii:  9648,03;2128,02;3299,01;5,20770 ==== aaaa . 

c) Performanţele 

modelului exprimate prin 

coeficientul corelaţiei 

multiple şi a coeficienţilor 

de corelaţie parţialã sunt: 

corelaţia totalã între 

( ) ( ) ( ):141 −−− tPtQtQQ        

65,0=R  

corelaţia parţialã între Q  

şi ( ):1−tQ           

 ( ) 16,01 =−tQQr ; 

corelaţia parţialã între Q  

şi ( ):4−tQ           

 ( ) 14,04 =−tQQr ; 

corelaţia parţialã între Q  şi ( ):1−tP             ( ) 63,01 =−tQPr . 

 Grafic relaţia dintre valorile observate şi cele calculate prin model (Fig. 

98) exprimã o bunã adecvare a modelului pentru corelaţiile între debitul de 

exploatare şi precipitaţii. 

 

 

1975 1980 

1000 

3000 

5000 

7000 

0 










zi

m
Q

3

t

Fig. 98 Relaţia dintre debitul calculat (modelat) 
şi cel mãsurat 


