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HIDRAULICA SUBTERANA (note de curs) Daniel Scradeanu

4. HIDROCINEMATICA

Hidrocinematica studiaza miscarea fluidelor fara a lua in considerare cauzele care o
produc, rezultatele ei fiind valabile atat pentru lichidele perfecte cat si pentru cele vdscoase.

Miscarea fluidelor este miscarea intregului sistem continuu de particule si este raportata la
doua sisteme de reprezentare spatiala:

e sistemul de reprezentare Lagrange
o sistemul de reprezentare Euler

Descriptorii miscarii fluidelor sunt:
e linie de curent si tub de curent
e debit volumic, debit masic, debit de greutate
e viteza
e acceleratie;

Modelele matematice ale miscarii fluidelor respecta principiile findamentale ale conservarii
masei gi energiei, integrand in ecuatii corelatiile dintre : proprietatile fluidelor, descriptorii migcarii
si fortele care actioneaza asupra fluidelor.

4.1. SISTEME DE REPREZENTARE A MISCARII FLUIDELOR

Sistemul de reprezentare LAGRANGE Sistemul de reprezentare EULER

v
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Marimile fizice cu care se descrie migcarea

(viteza, acceleratie etc.) sunt

particulelor de fluid (M).

atasate

Marimile fizice cu care se descrie miscarea
(viteza, acceleratie, presiune, densitate etc.)
sunt atasate punctelor (P ) din domeniul de
curgere.

Variabilele independente :

Variabilele independente :

e X,,Y,Z,- coordonatele particulei la * X,Y,z- coordonatele punctelor din
momentul initial domeniul de curgere ;
o (-timpul , e t-timpul
Variabilele dependente Variabilele dependente :
e X, Y,Z- coordonatele particulei la e V- viteza locala, egala cu viteza

diverse momente

e U,V,W- vitezele particulei la un anumit

moment
e &,,a,,a,- acceleratiile particulei la un
moment dat

e - presiunea

particulei care se afla in punctul
P(x,y,2) ;
e p- presiunea din punctul P(x, Y, Z)

Exprimarea dependentei functionale
o X=F(XYo:2o,t)
o y=F,(X, Y 20.t)
e 7= Fs(XOv y07ZO’t)
sau sub forma vectoriala :
F=r(F,,t)unde F, =X, -1 +Y, ] +2, -k

OX | oy . 0z
) VX :—’V =_’VZ = —
ot 7 ot ot
° a —8_2)('3_ —ﬂ‘a —6_22
a2t a2 Tt at?
avx 8Vy- z
° a.x :—;ay = — aZ =
ot ot ot
e p=pxyz2)

Exprimarea dependentei functionale
(a vitezei particulelor care trec prin acelasi
punct fix din spatiul ocupat de fluid)

o v, =f(xy,zt)
o v, ="f,(xyzt)
eV, = f3(x,y,z,t)

e p=npxyzt)
Daca se -considera ftraiectoria unei
particule, in sistemul Euler, vitezele se

determina ca derivate totale ale functiilor
X,¥,Z, deoarece cresterile Iui X,Y,Z,
reprezentand deplasarea particulei sunt n
functie de timp gi componentele vitezei:

dx. .~ _dy.

dz
x Wy =—0V, =
dt’ ¥ dt

° V = —
dt

Relatii de trecere de la sistemul de coordonate LANGRANGEAN la cel EULERIAN

e Dx=v,-dt
e Dy=v, -dt
e Dz=v,- dt

in care Dx,Dy,Dz reprezintd componentele drumului elementar al particulei, X,y,z fiind
coordonatele particulei din sistemul Lagrange, semnalat prin notatia diferentiala D .

Acceleratia
LAGRANGEANA

0%x
Sy

Acceleratia EULERIANA

Acceleratia particulei care se afla in punctul P(x,y,z) nu poate fi
calculatd ca derivata totala a vitezei in raport cu timpul pentru ca
fnainte si dupa momentul t in punctul P(X, y,z) este alta particula cu
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alté viteza V(7 t).

q — ﬂ Solutia este introducerea derivatei substantiale a vitezei locale
Yo ot? (derivata totala) care se stabileste astfel:
e Se scrie diferentiala totala a vitezei locale n punctul P:
a :a_zz dV:@dt+a—vdx+a—vdy+@dz
A ot OX oy oz
in care

- primul termen, diferentiala temporala, reprezintd variatia
vitezei in timp, aceeasi pentru toate punctele din vecinatatea
punctului P;

- urmatorii trei termeni, diferentiala directionala, reprezinta
variatia locala a vitezei, in jurul lui P, la t=const., dupa un
drum oarecare, altul decét al particulei (MM”)

e in diferentiala totald se inlocuieste variatia locala a vitezei cu
diferentiala directionala in timpul dt dupa parcursul particulei
M pe traseul MM, relatie in care X, Y,z reprezintd coordonatele
particulei de fluid din sistemul lagrangean de reprezentare:

D\7=ﬂdt+ Q-Dx+ﬂ. Dy+ﬂ-Dz
ot OX oy OX
e se face trecerea la variabilele Euler tindnd seama de relatiile
de mai sus, Dx=v, -dt,Dz =v, -dt Dy =V, -dtsi se obtine

derivata substantiala a vitezei locale cu doua componente:

DV oV oV o v
+VX._ . Z._
dt ot ox Yoy oz

- acceleratia locala: g, =5

. sl = ov ov ov
- acceleratia spatiala: a, =V, -—+ Vv, -—+V, - —
OX oy oz
cu cele trei componente:
dv, ov, ov, ov, ov,
a, = = +V, - +v, - +Vv, -
dt ot OX oy 0z

dv, ov ov ov ov

y

Acceleratia poate fi scrisd mai compact utilizadnd operatorul nabla:

a=%+(\7~v)\7

4/16




HIDRAULICA SUBTERANA (note de curs) Daniel Scradeanu

4.2. DESCRIPTORI Al MISCARII FLUIDELOR

Descriptorii mscarii fluidelor descriu campul vectorial al migcarii particulelor de fluid.

Traiectorie a particulei, descriptor definit in sistemul de reprezentare lagrangean, este
multimea punctelor prin care trece

A

centrul de greutate al unei particule de z . M(t)
fluid.
Traiectoria este descrisa de ecuatia M(to)
vectoriala:

r=r(.t) =
in care 0170 ! >
Fo=X, 0 +Yy-]+2Z,-K vectorul X =T !
pozitiei initale <~
t - timpul Fig.4.1.Traiectoria unei particule de fluid

Linie fluida este o insiruire continua de particule care la 0 migcare cu structura continua isi
mentine in timp individualitatea.

Linie de curent este curba tangenta in fiecare punct al ei la vectorul viteza din acel punct si
reprezinta distributia vitezelor instantanee ale fluidului.

Conform definitiei, daca dr(dx,dy,dz) si V(vx,vy,vz) sunt elementul de arc al liniei de
curent, respectiv viteza fluidului intr-un punct, ecuatiile liniei de curent rezultd din conditia de
tangenta:

i ] kK
Uxdl =|dx dy dz=(v,-dy—-v,-dz)-T+(v,-dz—v,-dx)- J+(v, -dx—v, -dy)-k =0
Ve v,y
si sunt:
V,-dy=v, -dz V,-dz=v,-dx; v, -dx=v, -dy = ox_dy_dz
Ve Vv,

Relatia dintre fraiectorie si linie de curent este determinaté de caracterul migcarii fluidului:

e traiectoria coincide cu linia de curent in cazul miscarii permanente si semipermanente,
adica atunci cand in timp viteza nu isi schimba directia;

e traiectoria particulei este diferita de linia de curent in cazul miscarii nepermanente, atunci
cand viteza isi schimba directia in timp.

Familia liniilor de curent are urmatoarele proprietati:

e prin fiecare punct al domeniului de curgere trece o linie de curent, consecinta a ipotezei
continuitatii fluidului.
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e Printr-un punct al domeniului, cu exceptia punctelor singulare de viteza locald nula sau

infinita, nu trece decéat o singura linie de curent.

«—
<
F

Fig.4.2.Linii de curent in puncte singulare

Tub de curent este suprafata formata de
totalitatea liniilor de curent care trec prin punctele
unei curbe inchise C care nu este linie de curent

Fir de curent este linia fluida din interiorul
unui tub de curent la care sectiunea normala la
axa tubului de curent are o arie infinitezimala. Cu
alte cuvinte firul de curent materializeaza linia de
curent.

Fig.4.3.Tub de curent si fir de curent

Debitul este cantitatea de fluid care trece
in unitatea de timp printr-o suprafata fixa S.

Volumul de lichid care trece prin suprafata elementara dS in intervalul de timp dt este:

dv=jvn-dt.ds=jv.cos(\7,ﬁ)-dt-ds=dtj\7-ﬁ
S S S

Fig.4.4.Debitul printr-o suprafata
fixd S

-dS
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Debitul poate fi exprimat in trei forme:

-debit volumic: Q = v _ jv i -dS
dt 1

-debit masic: Q,, :d—:jp-v-ﬁ-ds
S

-debit de greutate: Q, = dd_? = Iy-v -n-dS
S
Daca fluidul este omogen rezulta egalitatile :
Qu=p-Q; Q=7-Q

Viteza medie intr-o sectiune S a unui tub de curent este tangenta la axa tubului de curent, are
sensul miscarii si are modulul egal cu raportul dintre debitul volumic Q care trece prin S si suprafata

acesteia S :

_ Q _ _ ds
:gzlv.n.?

Acceleratia migcarii fluidelor poate fi exprimata in doua variante conform celor doua sisteme
de reprezentare:
-acceleratia unei particule de lichid (sistem lagrangean):

_ 0°x B o’y _ 0’1
Ta YT YT
-acceleratia intr-un punct al campului/domeniului de curgere (sistem eulerian) :
. Dv ov ov ov ov
d=—n= V, - —+V, -—+V -

__+x . ,
dt ot *“ox Yoy © ooz

cu cele doua componete
-acceleratia locala:

. OV
a =—
ot
-acceleratia spatiala:
~ ov v ov
a, =Vv +V +V,-—
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4.3. PRINCIPII FUNDAMENTALE ALE MISCARII FLUIDELOR

Miscarea fluidelor se face in conditile respectarii a doua principiilor fundamentale care
asigura:

e continuitatea fluidului ( conservare ale masei )

e echilibrul fortelor care actioneaza asupra fluifului (conservarea energiei).

4.3.1. CONSERVAREA MASEI

Exprimarea principiului conservarii masei intr-o forma specifica hidraulicii necesita
definirea sistemului lichid ca o cantitate de lichid formata pe toatd durata curgerii din aceleasi
particule de lichid. Masa sistemului lichid nu variaza in timp chiar daca in evolutia sa sistemul lichid
ocupa divese pozitii si are diferite forme.

Fie sistemul lichid dintr-un tub de curent marginit de suprafata S care in momentul tocupa
spatiul delimitat de aceasta suprafata si sectiunile 1 si 2 (Fig.4.8). Deoarece vectorul viteza este
tangent la S, prin suprafata S nu trece lichid si sistemul lichid nu se poate deplasa decat de-a lungul
tubului de curent intr-o migcare pe care o consideram permanenta/semipermanenta (cele doua tipuri
de migcari asigura stabilitatea formei suprafetei S in timp).

Fig. 4.8.Conservarea masei intr-un tub de curent
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La momentul t+ At sistemul lichid este marginit de sectiunile 1’ si 2’ si principiul
conservarii masei se poate exprima prin relatia:

My + My, =My + My, & My =My,

in care
m,, este masa de lichid cuprinsa intre sectiunile asi b (a=11,2; b=1,2,2")

Lichidul fiind omogen si incompresibil relatia poate fi exprimata prin volume (Vol), viteze
medii(V,V ,), sectiuni ( A, A,) sau debite (Q,,Q, ) sub formele:

p-Vol,. = p-Vol,,, & Vol ,=Vol,,, &V, -At-A =V, -At- A, =

Vi-A =V, A, < Q =Q,

In cazul unui tub de curent ramificat (Fig.4.9) ecuatia de continuitate ia forma:

Fig.4.9.Tub de curent cu ramificatie

Q1:Q2+Q3<:> V1'A1:V2°A2+V3°A3

Ecuatia conservarii masei este numita si ecuatia continuitatii deoarece asigura integritatea
sistemului lichid pe tot parcursul curgerii, adica absenta “golurilor” dihn lichid.
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4.3.2. CONSERVAREA ENERGIEI

Exprimarea conservarii energiei mecanice de-a lungul liniilor de curent permite calculul
descriptorilor migcarii fluidelor, descriptori utilizati pentru pentru evaluarea cantitativda a migcari
acestora.

Legea conservarii energiei mecanice se poate obtine aplicand feorema echivalentei dintre
lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare gi variatia energiei cinetice in timpul considerat,
aplicata unei mase de fluid cuprinsa intre sectiunile 1-1 si 2-2 la un moment dat (Fig.4.10).

Dupa un interval de timp dt, masa de fluid se va afla in pozitia 1’-1’ si 2’-2’, iar lucrul mecanic

efectuat de forfele exterioare are doua componente:
e Lucrul mecanic al fortelor de greutate:

dlL, =dG-(z,—2,) incare dG = y-dA -v, -dt = -dA, -v, - dt
e Lucrul mecanic al fortelor de presiune:
dL, = p,-dA -v,-dt - p,-dA, -v, -dt

Variatia energiei cinetice a volumelor 2-2’ si 1-1’ este:

dE

_dm, -v) _dml-vl2 _dG (v2 vz)
- 2 1

¢ 2 2 2.9

dG . ,
deoarece dm, = dm, = — conform legii conservarea masei.
g

Fig.4.10. Ecuatia conservarii energiei mecanice (ecuatia lui Bernoulli)
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Aplicand teorema echivalentei rezulta:
dL; +dL, =dE,

care dupa inlocuirea termenilor devine:
dG
dG(Zl _22)+ Py 'dAl Vi -dt— P, 'dAz Vs, -dt :E(sz _Vlz)

si prin simplificare cu dG poate fi scrisd sub forma:

2 2
Vv Vv
zl+&+—l =zz+&+—2
7y 2-9 7y 2-9
Forma finald este ecuatia fundamentala a lui Bernoulli pentru un fluid perfect (incompresibil si
fara vascozitate) in care:

e Z- energia specifica de pozitie (energia potentiala de pozitie raportatd la greutatea
particulei):

dG -z
dG

=

. P energia specifica de presiune (energia care face ca o particula de greutate dG, supusa
v

unei presiuni p sa se poata ridica intr-un tub piezometric la inaltimea % ):

dG -

<X |

P

dG

2

-energia specifica cinetica:

vi o dm-v?  dG-v?
2.g 2.dG 2.9-dG

Ecuatia lui Bernoulli exprima legea conservarii energiei care spune ca energia specifica totala
a unei particule de fluid perfect aflat in miscare permanenta este constanta pe o linie de curent.
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Ecuatia lui Bernoulli poate fi reprezentata grafic (Fig.4.11) deoarece formele de energie au dimensiuni
de lungime:

e Z-cota punctului de pe linia de curent raportata la un plan de referinta;

. P -inaltimea piezometrica pusa in evidenta intr-un tub piezometric deschis;
v

2

-inaltimea cinetica

2-9

Suma acestor componente exprima sarcina hidrodinamica (H ) si pentru un fluid perfect este
constanta pe o linie de curent:

VPlan de sarcina

~—_ T Linie piezometrica

V4
l Linie de curent

fomem

Z,

l v Plan de referinta

Fig.4.11.Reprezentarea graficd a componentelor ecuatiei lui Bernoulli pentru un fluid perfect.
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4.4.DETERMINAREA DESCRIPTORILOR MISCARII FLUIDELOR

Determinarea descriptorilor migcarii fluidelor se realizeaza prin intermediul unui numar mare de
dispozitive care furnizeaza informatiile necesare calculului descriptorilor. Debitul (viteza), presiunea
(viteza) sunt descriptori frecvent utilizati in descrierea miscarii fluidelor.

4.4.1. Debitul unei conducte sub presiune

Debitul unei conducte sub presiune se
determina utilizand dispozitivul Venturi
pentru masurarea diferentei de presiune
hidrostatici (Ah=(p,—p,)/y) dintre doua
tronsoane ale unei conducte cu diametre
diferite (Fig.4.12.).

Relatia de calcul pentru debit rezulta
prin rezolvarea sistemului format din:

e ecuatia Iui Bernoulli (conservarea
energiei)

e ecuatia de continuitate
(conservarea masei) _,/\
scrise pentru sectiunile 1 si 2, de suprafete Fig.4.12. Tub Venturi
Arespectiv. A, si cu vitezele medii V, T

2 2
P VP Ve p—p, _V© ﬁz— =Ah
y 29 y 29> "2 H=a

V1'A1:V2'A2 4 ) AZ

!
Y

respectiv V, :

si Q=

Solutiile sistemului sunt: |V, =

Intre sectiunile 1 si 2 sunt pierderi de sarcina care reduc debitul real in raport cu debitul
calculat (Q). Pentru corectarea acestei subestimari se introduc coeficienti de corectie ( ;1) care se

determina experimental prin operatiunea de calibrare a dispozitivului.

BE

Constanta C este proprie fiecarui dispozitiv, ea fiind cea care se determina in operatiunea de
calibrare.

Notand u = C, formula debitului devine: Q =C-+/Ah
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4.4.2. Presiunea unui fluid in migcare

Presiunea totala ( p,) a unui fluid in migcare are douad componente:
e Presiunea statica (p)
e Presiunea dinamica (impact/ stagnare); ( p, )

4.4.2.1. Presiunea statica

Intr-o miscare permanenta, omogen uniforma a unui lichid perfect, adica o miscare in care
liniile de curent sunt rectilinii si paralele iar viteza este este aceeasi in orice punct al domeniului de
curgere gi constanta in timp, intr-o sectiune plan orizontala (Fig.4.13), in orice punct al domeniului
este aceeasi presiune statica p .

Introducerea unui perete solid, plan vertical si paralel cu linile de curent nu perturba

b,
L w

El ; EK \ﬁLichid in repaus |

B >
Fig.4.13.Presiunea statica intr-o miscare permanenta si uniforméa

v

v

3D
P > P
= <
J
>
7 >

Fig.4.15. Dispozitive pentru mésurat presiunea statica

curgerea. In punctul P se practicd o cavitate in care lichidul rdmane in repaus. Determinarea
presiunii statice ( p) in punctul P, aflat in cavitate, revine la determinarea presiunii lichidului aflat in
repaus n cavitate.

Presiunea statica se masoara in vecinatatea unui perete paralel cu liniile de curent, intr-o
cavitate realizata in perete respectiv (priza de presiune statica), cavitate care este racordata la un
manometru (Fig.4.15.a). Masurarea presiunii statice intr-un punct oarecare al curentului de lichid, se
realizeaza prin amplasarea in vecinatatea punctului respectiv a unui perete solid printr-un disc de
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dimensiuni reduse amplasat paralel cu liniile de curent si prevazut cu un orificiu aflat in legatura cu un
manometru. (discul cu Ser; Fig.4.15.b). O alta varianta este cea a sondei de presiune statica
realizata dintr-un tub subtire, de diametru D, indoit in unghi drept, avand o extremitate inchisa si de
forma hidrodinamica si celalalta extremitate racordatd la un manometru (Fig.4.15.c). Forma
hidrodinamica reduce perturbatiile produse in curentul de lichid de prezenta tubului iar la  trei
diametre distanta (3D) de capatul inchis al tubului aceste perturbari sunt neglijabile. Extremitatea
inchisa a tubului este plasata in punctul P unde se doreste masurarea presiunii statice iar in punctul
R, plasat la 3D, se executa un orificiu in peretele lateral al tubului. Datorita patrunderii lichidului in tub
prin orificiul R, manometrul masoara presiunea statica din R, presiune care este identica cu presiunea
din P in curentul neperturbat. Deoarece in regim neperturbat presiuea statica din R este identica cu
presiunea statica din P rezulta ca presiunea masurata de manometru este presiunea statica din P.

4.4.2.2. Presiunea totala

Masurarea presiunii totale intr-un punct de stagnare S al unui

obstacol se face prin realizarea unei cavitati in obstacol si racordarea
acelei cavitati la un manometru, realizandu-se
astfel o priza de presiune totala (Fig.4.16.).
Dupa patrunderea lichidului in cavitate si
realizarea starii de echilibru, manometrul 4
)

indica presiunea totala din S.

Masurarea presiunii totale Tintr-un
punct al unui curent de lichid se face cu tubul —\
Pitot care transforma orice punct din domeniul
de curgere intr-un punct de stagnare(S). Tubul Fig.4.16. Masurarea
Pitot este un tub subtire indoit in unghi drept presiunii totale
cu o extremitate deschisa, indreptata in sens contrar curentului si cealalta
extremitate racordata la un manometru care masoara presiunea totala
Fia.4.17.Tubul Pitot ~ (Fig.4.17).

Calulul vitezei intr-un punct oarecare al unui curent de lichid se bazeaza pe ecuatia

P

A
S
B o [:>r—->

)

vV VvV

Fig.4.18.Tubul Pitot-Prandtl
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fundamentala a lui Bernoulli iar dispozitivul utilizat este tubul Pitot-Prandtl Fig.4.18), rezultat din
reunirea intr-un singur aparat a sondei de presiune statica si a tubului Pitot de presiune totala (.
Considerand ca P si R au aceeasi cota (tuburile sunt foarte subtiri), se poate scrie:

Pp =P +7-h
Pr =P, +7-(h+Ah) din care rezultd ca p, = py +(7m —7)‘Ah
=p,+Ah-y_
) - Pr =P, v / B:punct de \
in care :
stagnare >
Pp = P+ P, - presiunea totala din P (masurata g

cu tubul Pitot)
p -presiunea statica

P, - presiunea dinamica/de impact/de stagnare

(Fig.4.19) a carei relatie de calcul rezultd din
observatia ca presiunea in punctul A este mai
mare dacat presiunea in punctul B (de stagnare)
cu o valoare egala cu presiunea dinamica:

Fig.4.19. Punct de stagnare

2 2
Pa Vv Pg v
v 2.9 Pa—Psg=p 5 Py
Pr = P - presiunea statica din P (masurata cu )

Dupa inlocuiri rezulta:

2 2
¢ =2y an=2 (o, 0-p-g)an=2.g: Lol
p p p

ajungandu-se in final la relatia pentru determinarea vitezei de curgere a fluidului perfect aflat in
miscare permanenta, omogen uniforma, adica o miscare in care liniile de curent sunt rectilinii si
paralele iar viteza este este aceeasi in orice punct al domeniului de curgere si constanta in timp, intr-
o sectiune plan orizontala:
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