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6.4.1. Ecuatia generala a curgerii cu suprafata libera

Cea mai intuitiva metoda pentru stabilirea ecuatiei curgerii apei subterane este metoda
bilantului, aplicat unui volum elementar reprezentativ (VER) (eng. Reprezentative
Elementary Volume). VER este un volum infinit mic care are caracteristicile acviferului in care
curge apa subterana si pentru care se stabileste ecuatia de curgere.

Metoda bilanfului, aplicata VER considerat omogen si izotrop, ia Tn considerare debitul
unitar care traverseaza acest volum descompus in trei componente orientate paralel cu direcfiile
axelor sistemului de referinta (OX, OY, OZ) (Fig.1).

Introducerea caracteristicilor hidrofizica ale acviferului (K -conductivitatea hidraulica,
a-difuzivitatea hidraulica si S -coeficientul de inmagazinare) si a necunoscutei ecuatiei de
curgere a apei subterane (H -sarcina piezometrica) se face prin intermediul legii lui Darcy
care permite evaluarea vitezei de curgere a apei subterane:

o v, =-K ﬁ pe directia OX
OX

e v,=-K % pe directia OY

si exprimarea debitelor specifice prin relatiile:
oH
e 0,=V,-h=-K -h-a— pe directia OX
X

e q, :vy-h:—K-h-% pe directia OX

Volumul de apa inmagazinat/eliminat in VER prin modificarea pozitiei suprafetei
piezometrice in intervalul de timp dt este:

e v gtaxdy-s
o

in care
S -coeficientul de Tnmagazinare a apei:

e S=n, pentruun acvifer cu nivel liber

0 n,-porozitatea efectiva

* S=p.0 (@+n-B) pentru un acvifer sub presiune
Papa -densitatea apei
g -acceleratia gravitationala

a -coeficientul de compresibilitate a scheletului mineral
n -porozitatea totala

O O o0 o o

[ -coeficientul de compresibilitate al apei
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Latimea unitara
a sectiunii

Suprafata

piezometrica
=

q, -dx|

aq, j
q, + -dy |-dx
[+

Culcus
impermeabil

Fig.1. Volumul elementar reprezentativ utilizat ca suport pentru

metoda biantului hidric.

Elementele bilantului hidric pentru un volum elementar reprezentativ (Fig. 5.3.1) sunt:
g, - debitul specific unitar (pe o latime unitara si toata grosimea VER) pe directia OX;

g, - debitul specific unitar pe directia OY;
q, - dy - debitul total care intra in VER pe directia OX;
q, -dx - debitul total care intra in VER pe directia OY;

[qx +%-dxj-dy -debitul total care iese din VER pe directia OX;
X

0
(qy +%-dyj-dx -debitul total care iese din VER pe directia OY;

w-dx - dy - debitul total infiltrat in VER pe directia OZ.
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Ecuatia de bilant hidric pentru VER stabilita pe baza componentelor (Tabelul 5.3.1)
Tabelul 5.3.1. Elementele ecuatie de bilant pentru V.E.R.

Directia | INTRARI IESIRI STOCARE
0
OX q, -dy-dt (qx+ ;XX-dxj-dy-dt
aq, ot
oYy q, - dx-dt q, +——-dy |-dx-dt
oy
oz w-dx-dy-dt

pe directiile axelor sistemului de coordinate (OX, QY, OZ) este:

ay dydt_(qx + aqx

oX

0
-dx)~dy-dt+qy-dx-dt—(qy+aqyy

-dyj-dx~dt+w-dx~dy~dt=06t|_|-dt-dx-dy-S

si dupa simplificare:

_90, 94y
ox oy

w

_H

)
ot

Tnlocuind expresiile debitelor unitare in functie de legea lui Darcy se obtine ecuatia lui
Boussinesq (ecuatie diferentiala nelineara care nu poate fi rezolvatda decéat pentru anumite
cazuri particulare):

6[h-K-aHj a(h.K
OX

.8'*)
o

+

OX oy

+Ww

_oH
ot

care poate fi linearizata prin introducerea urmatoareleor schematizari:
culcusul acviferului este orizontal si plasat la nivelul de referinta (+0), astfel incat

[ ]
sub forma;

H=h

modificarea sarcinii piezometrice de-alungul liniei de curent ce traverseaza V.E.R
este foarte mica, astfel cd grosimea medie a acviferului(h, ) poate fi considerata

egala cu sarcina piezometrica(H ):h, =h=H

acviferul este omogen si izotrop: K = const.

sau introducand parametrul difuzivitate hidraulica : |a =

sub forma:

o’h o*h  w S oh
+—+ = —
ox> oy’ K-h,  K-h ot
K-h,

S
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0°h 0*h w 1 oh
t—t==——
T a

Ear at

sau:

0%h 0°h w oh
a—ta—_—5+t=—
OX oy S ot

Daca acviferul cu nivel liber este alimentat si prin drenanta (&) prin intermediul unui
strat semipermeabil, ecuatia generala linearizata a curgerii cu suprafata libera,
nestationara si neconservativa se completeaza cu un termen suplimentar, si are forma:

oh L_Kh
| TS

o’h _ o*h w . e
a—+a—+_-t—
ox oy’ S S

Tn care

a -coeficientul difuzivitatii hidraulice

h,, -grosimea medie a acviferului cu nivel
liber

S -coeficientul de inmagazinare

S=n, pentru un acvifer cu nivel liber

n, -porozitatea efectiva,

H - sarcina piezometrica 1n acviferul
freatic (h=H ; Fig.2),

H
l - m

X - distanta de-a lungul axei OX
y - distanta de-a lungul axei OY

w -modulul de infiltrare
¢ -intensitatea drenantei

K'- conductivitatea hidraulica a culcusului semipermeabil
m - grosimea culcusului semipermeabil

H, -sarcina piezometrica in acviferul sub presiune care alimenteaza prin drenanta acviferul cu
nivel liber/freatic.
-niveI energetic de referinta

Fig.2. Alimentarea acviferului freatic
(w-infiltrare si ¢ - drenanta)
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6.4.1.1. Curgere nestationara conservativa cu suprafata libera

Ecuatia curgerii in regim nestationar pentru un acvifer cu suprafata libera omogen si
izotrop

h

+ -

a-—+a-—+ £
ox> oy’® S ot
pentru o solutionare analitica, impune o serie de simplificari care conduc la schematizarea
spatiala si parametrica:
e curgere unidimensionala: curgerea este identica in plane verticale si paralele,
adica sarcina piezometrica nu variaza decéat in functie de x

0%h 0%h w
S

o°*h w ¢ oh
a—t—t—=—
ox" S S o
e curgere conservativa: acviferul cu nivel liber:
o nu este alimentat prin infiltratii : |[W=0
0 nu este alimentat prin drenanta: |¢=0
oh o°h
ot OX

e conditile pe frontiere pentru integrarea ecuatiei curgerii nestationare,
unidimensionale si conservative (Fig.3):
0 VEST: sarcina piezometrica variabila (nivelul apei din rau/lac/canal)
AH(0,t)=AH, pentru(x=0 sit=t)
0 EST: sarcina piezometrica practic constanta:
A(AH (x,t))

=0 pentru(x—>ow sit=t)
OX

VEST 4N EST

L X R

Fig.3.Conditiile pe contur pentru curgerea unidimensionald nestationara
si conservativa in acviferul cu nivel liber
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Pentru aceste simplificari, solutia ecuatiei curgerii unidimensionale, nestationare pentru
un acvifer cu nivel liber din lunca unui rau (Fig.3) este:

Tn care

AH(x,t)=AH, -erfc(4)

AH , -modificarea sarcinii piezometrice pe contur

erfc(4)-complementara functiei erf (1):

2 ¢ _p
erfc(1)=1-—- e *dA
W=7

si [Ny =

m

culd =

(H+AH,)+(H, +AH)

2

6.4.1.2. Curgere stationara neconservativa cu suprafata libera
Modelul curgerii unidimensionale, stationare, neconservative cu suprafata libera se

obtine din ecuatia generala:

o°h o’h w, & oh
a-—ta S+t =—
OX S S ot
cu urmatoarele simplificari:
2
e pentru caracterul unidimensional —-=0

. oh
e pentru caracterul stationar: E =0

e pentru lipsa alimentarii prin drenanta: w=0

ecuatia modelului se reduce la:

Deoarece a =

w| -

K-h
S

o°h w_

a-—+ 0
oX° S

dx dx

—— ,Inipoteza h, =h=H, ecuatia modelului devine:

h .
in care q(x): -K -hj— este debitul unitar la distanta x de sectiunea 1 (Fig.4).
X

n raport cu debitul unitar si modulul de alimentare, ecuatia diferentiald a modelului
curgerii unidimensionale, stationare, neconservative cu suprafata libera este:

dq(x)

dx

Prin integrare intre sectiunea 1 si o sectiune oarecare x se obfine:
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qu(x): jw-dx din care rezultid q(x)=q, + w-x in care q(x)=-K -h%
0 0

Modelul diferential al curgerii neconservative plan-verticale cu nivel liber este:

dh
- K-h-== +W-X
dx Jo

i 1 P3 P2
=l A

[ 5. T
'

Y

|
i
i
|
|
< L]

Fig.4. Acvifer omogen cu nivel liber cu alimentare din infiltratii

Modelul diferential al curgerii permite calculul pentru:
¢ modulul de infiltrare w

o debitul unitar q(x)pentru orice x [0, L]
e ecuatia profilului piezometric h(x)
e pozitia punctului de cumpana C(X.,Y,)
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Modul de infiltrare (w) si debit unitar (q(x))

Calculul debitului unitar presupune integrarea modelului diferential de doua ori, utilizand
ca limite de integrare cele trei piezometre in care se cunoaste sarcina piezometrica si
grosimea acviferului:

. (P1P2):—K-Th-dh:qo-jdx+w-j.x-dx
hy 0 0

. (P1P3):—K~]§h-dh=q0-]3dx+w-xfx~dx
h, 0 0

Cele doua ecuatiji obtinute formeaza un sistem cu doua necunoscute:
e Debitul unitar in sectiunea 1: g,

e Modulul de infiltrare: w

2 K2 2
K.%:qO.L_i_W.L?
hlZ_hZ X2
K- > 3:q0.xs+w._3

Prin rezolvarea sistemului se obfin relatiile de calcul pentru:

h’ —h? h? —h?
e Modulul de infiltrare: w=K.——2_— 1 3 _| care reprezintd volumul de apa
L—'(L_Xs) Xs'(L_Xs)}
infiltrat pe unitatea de suprafata si in unitatea de timp, traversand zona vadoasa (zona
partial saturatd cu apa, cuprinsa intre suprafaia topografica si suprafaia libera a
acviferului)

N

o Debitul unitar in sectiunea 1: g, =2—KL~(h12 —hzz)—w-

« Debitul unitar pentru orice sectiune x [0,L]:q, = Z—KL(hl2 —~ hzz)—w- (%— Xj

Profil piezometric (h(x))

Ecuatia profilului piezometric se obtine prin integrarea ecuatiei diferentiale a curgerii
intre unul din cele doua piezometre (de exemplu P1) si o sectiune oarecare aflata la distanta X,

acolo unde grosimea acviferului este h:
h X X
-K ~Ih-dh :ql-jdx+w~jx~dx
hy 0 0
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n care inlocuind expresia debitului unitar g, se obtine:

2 2
h(x)=\/hf—h1 ;hz xR (L)

Punct de cumpana al apelor subterane ( X.,Y.)

Abscisa punctului de cumpéna a apelor subterane (X.) se obtine prin egalarea

debitului unitar in sectiunea X cu zero:

K L L K (h*-h;
= (h2-h?)-wl==-X_ |20 =X . =———~ .| 21|
e ToL o7 ) (2 Cj ¢ 2 w{ 2-L J

Ordonata punctului de cumpana a apelor subterane (Y. ) se obtine din ecuatia profilului
piezometric in care X se inlocuiegte cu valoare lui X :

h? —h2 w- X
Ycz\/hf— L i 2. X+ KC-(L—XC)

Datele necesare pentru calculul debitului unitar si a ecuatiei profilului piezometric, se
masoara in minimum trei piezometre amplasate pe un aliniament perpendicular directia de
curgere si sunt:

e cota culcusului acviferului: z, =z =12,

e cotele nivelului piezometric: H,,H,,H,
o distanta dintre cele doua piezometre: L, X,
e conductivitatea hidraulica: K

6.4.1.3. Curgere stationara conservativa cu suprafata libera

Modelul curgerii unidimensionale, stationare, conservative cu suprafata libera se obtine
din ecuatia generala:

o°h o’h w, & oh
a—ta S+t =—
OX oy S S ot
cu urmatoarele simplificari:
2
e pentru caracterul unidimensional —-=0
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. oh
¢ pentru caracterul stationar: E =0

e pentru lipsa alimentarii prin infiltrare: w=0
e pentru lipsa alimentarii prin drenanta ¢ =0
ecuatia modelului se reducanduce la:

2
o
OX
T K-h . : o
Deoarece a =5~ 5 in ipoteza h,, =h=H, ecuatia modelului devine:

1(_ K. hﬁj _o

dx dx

in care q(x): -K ~h? este debitul unitar la distanta x de sectiunea 1 (Fig.4).
X

n raport cu debitul unitar si modulul de alimentare, ecuatia diferentiald a modelului
curgerii unidimensionale, stationare, neconservative cu suprafata libera este:

da(x) _,
dx
Prin integrare intre sectiunea 1 si 0 sectiune oarecare x se obfine:
qu(x): 0 din care rezulta q(x)=q, in care q(x)=-K -h?
X
0

Modelul diferential al curgerii neconservative plan-verticale cu nivel liber este:

- _Kk.p.20
Jo dx

Modelul diferential al
curgerii ~ permite  calculul
pentru:

e debitul unitar dy »

constant, pentru orice
xe[0;L]

e ecuatia profilului
piezometrich(x) pentru

x e[0;L]

. 7 — .

Fig.5. Curgere neconservativa plan-verticala
cu nivel liber
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Debitul unitar (q,)

Calculul debitului unitar q,presupune integrarea ecaatiei modelulului diferential al

curgerii neconservative plan-verticale cu nivel liber intre doua limite in care se cunoaste sarcina
piezometrica (Fig.5):

Tn care

|, - gradientul hidraulic mediu

| = hl — h?_
" L
K - conductivitatea hidraulica
V,, - viteza medie de filtrare a apei
Vo=K-I,
h, - grosimea medie a acviferului
h - h,+h,
" 2
Q. - sectiunea unitard medie a acviferului
Q,=h,-1

Profilului piezometric (h(x))

Ecuatia profilului piezometric se obtine prin integrarea ecuatiei diferentiale a curgerii
neconservative plan-verticale cu nivel liber intre unul din cele doua piezometre (de exemplu P1)

si 0 sectiune oarecare aflata la distanta X, acolo unde grosimea acviferului este h, :

X h, 2_h2
q-_([dx=—K-Ihl y-dyjq.X:K.%

in care introducand expresia debitului unitar g, rezulta succesiv:
2 2 2 2 2 2
K =hE) oy et B m) e

2-L 2 L
si in final se obtine expresia pentru calculul profilului piezometric:

2 2
h, :\/hl2 —%-X;XE[O, L]
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